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第1章 量子力学における状態遷移

参考論文
1. K.Ishikawa and Y.Tobita, Prog.Theor.Exp.Physics(2013),073B02(54pages)

“Finite-size corrections to Fermi’s golden rule I Decay rates”

2. K.Ishikawa and Y.Tobita, Annals of Physics 344(2014)118-178

“Matter-enhanced transition probability in quantum field theory”

3. K.Ishikawa, T.Tajima, and Y.Tobita, Prog.Theor. Exp.Physics(2015),013B02(33pages)

“Anomalous radiative transitions”

4. K.Ishikawa, T. Nozaki, M.Sentoku, Y.Tobita,(2014)

“Probing neutrino in muon decays at finite distance”

“Energy spectrum of the electron in muon decays at finite distance”(2015)

5.Others

1.1 波動の干渉・回折
波動は粒子とは対照的な性質をもつ。粒子は、大きさを無視できる小さな物体であり、一
つの位置座標で指定される。その位置座標が時間と共に変化する運動が、ニュートンの力学
法則で明らかとなる。一方波動は、時間・空間の広がった領域における変位の全体で指定さ
れ、空間の各点で波動方程式に従う。粒子にはない波動のもつ特徴の一つは、重ね合わせが
出来ることであり、重ね合わせにより形成された波動は、もとの波とは大きく異なる性質を
示すことがある。干渉や回折が波動の示す代表的な現象であり、わずかに異なる複数の波動
を重ね合わせた結果、それぞれとは大きく異なる波動が、発現する。例えば、わずかに波数
が異なる一様な二つの波を重ね合わせたときに形成される長い波長の”うなり”、２重スリッ
トを通過した光や電子がスクリーンに示す干渉パターン、等多くの例が知られている。
波動は、古典波動と量子波動の２種類に分類される。古典波動には、音波、水面波等の媒
質の変位の振動や、真空中の電場や磁場の振動である電磁波があり、量子波動には、電子波
や物質波がある。量子論では、波動は確率波であり、物理量としての普遍性を持つ確率を決
定する。いずれの波動も、干渉や回折を示すが、干渉・回折パターンの現れる様子は両者で
大きく異なる。古典論では、変位の波動に現れるパターンは、強度の変化を通して、直接測
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定される。一方、量子論では、波動に現れるパターンは、確率で決まる分布関数として観測
される。確率分布は、多数の測定による統計的な分布から決定される。
波動の運動は、線形の波動方程式で記述され、解は重ね合わせの原理を満たす。
１．古典波動の一つは、電磁波であり真空中で電磁場ポテンシャルは

[
∂2

c2∂t2
− ∇⃗2]Aν(x) = 0 (1.1)

を満たす。電磁場ポテンシャルの傾きや回転が、電場や磁場である。
２．粒子の量子的波動の一つは、ポテンシャル V (x)中の電子の波動関数であり、シュレ
ディンガー方程式

ih̄
∂

∂t
ψ(x) = [

−h̄2∇⃗2

2m
+ V (x)]ψ(x) (1.2)

を満たす。mは電子の質量、 h̄ = h
2π
で h̄はプランク定数である。ψ(x)は、位置座標 xにお

ける電子の波動関数であり、複素数である。
３．場（波）の量子的波動

ih̄
∂

∂t
Ψ(t) = HΨ(t) (1.3)

後の章でくわしく説明されるように、Ψ(t)やHは多体状態空間における状態ベクトルやハ
ミルト二アンであり、多体系の状態をひとつのベクトル空間で表現している。多体状態の重
ね合わせによって引き起こされる物理が発現する。
ここでは、方程式 (1.2)並びに (1.3)で記述される量子的波動を調べる。二つで、重ねあわ
せの原理に従う物理状態に違いがある。(1.2)は、１粒子の波動関数が従う方程式であり、１
粒子状態が重ね合わせの原理に従い、干渉や回折パターンを示す。多くの場合、V (x)の効果
で、干渉や回折が引き起こされる。この点は、古典的な波動と同様である。一方、(1.3)は、
多粒子の波動関数が従う方程式であり、多粒子状態が重ね合わせの原理に従い、干渉や回折
パターンを示す。これには、古典的な波の量子系も含まれる。多体状態で粒子数の異なる状
態間の重ね合わせで起きる干渉・回折は、一体ポテンシャル V (x)で引き起こされるのでは
なく、多体相互作用を起源とする。そのため、普遍的な物理量と関連する。また１粒子状態
間のものより大きな効果となり、広い分野で起きる。例えば、光は１の方程式で記述される
古典電磁波として干渉・回折を示し、さらに３の方程式で記述される量子状態として量子的
な干渉・回折を示す。前者は既に長い歴史があるが、後者は浅い歴史しかない。状態の遷移
に伴う干渉・回折は、本著者たちにより最近明らかにされた。

1.2 状態遷移と黄金律
ミクロな物理系は、量子力学で理解される。多くの現象の中で、粒子の崩壊や状態の遷移
は、量子力学の基本をなすシュレーデインガー方程式を使い解析される。明解な数学的方法
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に基づく摂動論による近似解から、遷移確率が計算される。この方法は、幅広い分野の多く
の現象の理解や、量子力学の実験的な検証で威力を発揮してきた。そのため遷移は、デイラッ
ク、シッフ、ランダウーリフシッツ、メシア、等により著された世界標準となっている教科
書や国内の教科書で、詳しく説明されている。遷移の解析の中心をなすのは、”フェルミの
黄金律”である。一般論から身近な物理現象の具体論まで”フェルミの黄金律”によって計
算された遷移率が用いられ、すべての現象に適用された。黄金律は、何の疑問点もないかの
ように説明されている。しかしながら、黄金律は原理や法則ではなく、計算結果のわかりや
すいまとめである。当然ながら、仮定や適用限界を含むはずである。特に、波動現象につき
ものの境界条件や、パラメーターが大きい時の漸近形は、あまり明解ではないことがある。
これらを明らかにすると共に、今までの解析に隠れている仮定と黄金律の補正を明らかにす
る。非常に幅広い分野に適用されてきた黄金律に関する新たな事柄は、多くの現象の理解や
新たな知見を与え、また今までの理解の見直しを迫ることにもなりうる。
原子による光の吸収・放射は、光の不連続スペクトルが観測されたことより、古典力学で
は理解不可能であり、その後の量子力学への道を拓いた歴史的な問題の一つである。不連続
スペクトルの理解に向けて、ボーアの前期量子論や、その後のシュレーデインガー、ハイゼ
ンベルグ、ディラック他による量子力学の構築がなされた。量子力学で、エネルギー準位が
Ef , Eiである原子の定常状態間の遷移で放射される光は、ボーアの条件（運動エネルギー保
存則）

hν = Ef − Ei (1.4)

を満たす時、不連続なスペクトルとなる。量子力学が構築された後、デイラックが、摂動論
にもとずいて定量的な計算を行い、この結果を含む時間間隔 T に比例する遷移確率

P = ΓT (1.5)

Γ = 2π
∫
dβδ(Eα − Eβ)|Fαβ|2 (1.6)

の遷移振幅 Fαβによる表式を求めた。Γは、単位時間当たりの確率、遷移率、であり、時間
によらない定数である。この計算を行い式 (1.6)にたどり着いた頃、ディラックは一方で、相
対論的なシュレーデインガー方程式の立式を行った。ディラック方程式として有名なこの式
の正・負エネルギー解の困難をいかに乗り越えるか思案していた頃、このような具体的な問
題にも取り組んでいたのは、興味深い。遷移確率の論文からは、求めた遷移率 (1.6)が、エ
ネルギー保存則や、エルゴード性を満たし、同時に古典的な統計に従うことを確認して、”
やはり量子力学は正しい”との自信を強くしたことが、うかがえる。それから約 20年を経
て第 2次世界大戦が終了した直後、フェルミが講義で、上の公式を”黄金律”と呼んで使っ
た。量子力学が関与する現象や自然科学が、大幅に広がった当時にあって、どの分野でも共
通に使える公式の広い汎用性から、このような名で呼んだと推測する。”フェルミの黄金律”
は、広い分野で使われ名前も定着した。
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ところで、シュレーデインガー方程式の摂動論に基づく黄金律の導出は、物理に関係する
分野に携わる誰もが、一度は自分で考え、問題を解き、場合によっては頭を悩ました経験を
持つであろう。教科書に書いてあることは、実はそれほどすっきりしたものではなく、図や
絵に基づいてもっともらしい説明が与えられている。これをそのまま受け入れ、何らの疑問
を持たない人も多いかもしれない。逆に、自分には理解出来ない点があると、思った人は、
本著者以外に、いると想像する。
著者達は、最近ニュートリノ振動の問題を契機にして、フェルミの黄金律の再検討を行い、
遷移確率は、従来の式 (1.5) からの修正版

P = ΓT + P (d) (1.7)

で表されることを見つけた。ここで新たに加わった P (d)は、遷移前後の波動関数の重なり
によって生じている。保存系では、運動エネルギーと相互作用エネルギーの和が、一定に保
たれ、相互作用エネルギーの変化は、運動エネルギーの変化を引き起こす。この事実は、古
典力学でも量子力学でも、共通である。古典力学における位置エネルギーの役割を、量子力
学の波の重なりによる相互作用エネルギーが、果たす。だから、波の重なりが時間的に変化
すると、相互作用エネルギーが変化し、運動エネルギーも変化する。この結果、運動エネル
ギー保存則は破れ、共役な変数である時間間隔 T に依存する遷移確率が、P (d)としてあらわ
れる。だから、P (d)は運動エネルギー保存則を破る。例えば、原子の異なる状態間の２体遷
移で放射される光は (1.7)式のそれぞれに対応する２成分からなる。(1.4)を満たす不連続ス
ペクトルの成分の全確率は ΓT であり、連続スペクトルの成分の全確率は P (d)である。遷移
前後の状態が、空間的に小さな波動関数であれば波の重なりは無視できる。そのため、粒子
のように振る舞い、補正項 P (d)は無視でき、不連続スペクトルだけから成る。しかしなが
ら、状態が大きな波である場合、大きな重なりが生じるため補正項P (d)、すなわち連続スペ
クトルが無視できない。ボーアによって、不連続スペクトルの存在を示すには、量子力学が
不可欠であることが示された。その後、連続スペクトルの詳細な検討はなされず、むしろ忘
れられていた。本稿の目的の一つは、確率 P (d)の具体的な計算を行い、連続スペクトルを
シュレイデインガー方程式に基づいて解析することである。このような状況は、現代的な問
題では沢山あることがわかってきた。また、昔から知られたいくつかの現象も、このように
把握しなかったために、正しい理解が出来なかったことが分かってきた。
T についての一次式は、傾きと切片で決定され、例外を除いて有限の定数項（切片）をも
つ。遷移確率も、同じであり、傾きと切片で規定される。良く知られているように、傾き Γ

は粒子的な起源と性質を持ち、 運動エネルギーの保存則を満たす。ところが、切片 P (d)は
波的な起源と性質をもち、運動エネルギーの保存則を満たさない。Γは、今まで十分に調べ
られてきたが、P (d)は、著者たちの研究を除けば、皆無である。
ボーアの条件式は、不連続スペクトルに関するものであり、連続スペクトルには言及しな
い。”２体崩壊では連続スペクトルは存在しない”と決めつけるのは早とちりのようなもの
である。不連続スペクトルは、観測も理論との比較が比較的容易である。だから、理論の正
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当性や法則を検証するのには、適している。そのため、実験では、不連続スペクトルに着目
し、連続スペクトルについて問わないことが多い。連続スペクトルについて確かな実験を行
うのは難しく、測定には系統誤差の見積もり等易しくない点を多々含むため、実験の対象に
はなりにくい。だから、その存在、値、性質等については、精密な結果は今でも多くない。
言うまでもないが、自然現象には、両スペクトルが寄与する。そのため、自然現象をきちん
と理解するには、連続スペクトルを無視することは出来ない。特に、連続スペクトルが、大
きな寄与を与える現象を、不連続スペクトルで理解するのは、無理であり、間違った帰結に
至る危険がある。　基礎的な科学である物理の結果は、多くの事柄と関連することが多いた
め、この点は重要であり結果は厳正に扱われる。
P (d)は小さく無視できるとみなされてきた。その根拠は、量子力学におけるドブロイ波長
がプランク定数と運動量から

λ =
h

p
(1.8)

と表され、小さなプランク定数を反映した極微のサイズであることによる。定常状態の波動
関数は、指数関数の時間依存部が分離した形となり、空間成分は上記のドブロイ波長を固有
な長さとする。そのため、定常状態の波動現象はドブロイ波長のスケールで生じ、マクロな
スケールでは、波動効果は打ち消されてしまう。光学において元来成立する波動光学が、良
い近似で幾何光学に置きかえられるのと同じに、有限でマクロな値の T での遷移確率は、T
を無限大に近似することが、極めてよいと仮定されてきた。この論旨は、多くの教科書で採
られているが、深刻な問題点を含む。時間を分離して空間座標の関数として波動関数を考察
することの正当性が確かでなく、P (d)の見積もりがされていないことである。とくに、古典
物理での光の強度と、量子力学での遷移の確率は、異なる。このため、同じ波動現象で古典
物理の光学で成立することが、量子力学でそのまま適用できる保障は、あまりない。我々は、
P (d)の具体的な計算を行った。その結果、P (d)が、ドブロイ波長とは異なるスケール

L =
h

mc
× E

mc2
(1.9)

で規定されることがわかった。上の式で、c、m、Eは、光速、粒子（量子）の質量とエネル
ギーであり、 h

mc
はコンプトン波長、 E

mc2
は、ローレンツ変換のブースト因子である。二つの

積Lは、ニュートリノや物質中の光子のような軽い粒子では、ドブロイ波長 λよりはるかに
大きくなる。この時、P (d)は無視できない大きさとなる。しかし、電子、ミューオン、中間
子、核子等粒子では、質量が大きいためLは、λよりはるかに大きいわけではない。この時、
P (d) は、無視できる場合と無視できない場合とがありうる。エネルギーが大きくなると、ド
ブロイ波長は短くなるが、Lは逆に長くなる。だから、P (d)は、より大きくなる。
有限質量の通常の粒子の現象では、P (d)は極めて小さく無視出来る場合が多い。このよう
な現象や問題に限って考察する際は、P (d)を無視してよい。いつも、P (d)を無視出来た状況
にいると、大きなP (d)の現象は、自然界にないと勘違いしがちである。しかし、この事実は、
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P (d)を無視できない物理現象が、存在しないことを意味せず、確認を要することである。も
しも、理論的にP (d)が大きいことがわかった場合や、この様な現象がある（らしい）ことが
分かったら、物理屋として真摯に再考することには、誰も否定しないであろう。
誰でも、自分で見聞きしたことは、容易に想像できて実感をもって把握できるるが、自分
で見聞きしないことの把握は難しい。そのようなことは、存在しないのと等しいため、存在
しないと当人が思いこむことさえある。科学は、普遍的に理解できることを体系化して構成
されている。ある時点で、わからないことは除外され、体系には登場しない。しかし、その
ような事柄が、存在しないと思い込むのは、早計である。存在するか否かがわからない場合
があるからである。若い人は、過去の成果を勉強し、得た知識をもとに新たな研究を行う。
この時、書かれていないものは、存在しないみなすことは、問題ない場合も多いが、間違い
を引き起こすこともある。一般的に、新しい問題や、未解決の問題を考察する場合には、基
本に戻ることが大事である。どこまで戻る必要があるかは、初めはわからない。どこまでが
正しいと確認されていて、どこからが仮説に近い仮定なのか？ある事柄が、疑いの余地があ
るのか無いのか、またある事実が、存在しないのか存在しないと仮定して体系が出来ている
のか、等を知ることは、大事である。　
　量子力学は、古典力学とは異なり我々の直感と一致しない部分を含んでいる。そのため、
数十年にわたり様々な観点から検討されてきて、現在に至っている。さらに、量子力学の結
果・成果は、幅広い分野で使われている。この間、遷移は、確率の T に比例する項 ΓT に基
づいて、定数項 P (d)は考慮されずに考察されてきた。しかしながら、この事実は、定数項
P (d)の存在を否定するものではない。本稿では、量子力学の基本に則る解析を行い、遷移確
率における定数項P (d)を議論する。P (d)が、無視出来ない場合を指摘し、具体的な自然現象
に適用してその特徴や帰結を、述べたい。

1.3 量子化とシュレーデインガー方程式
保存系における量子力学を簡単に復習しよう。

1.3.1 量子化

ある保存系が、力学変数 qi(i = 1, N)とその時間についての微分 q̇i(i = 1, N)の関数であ
るラグランジアン L(qi, q̇i)で記述されているとき、共役な運動量 piは

pi =
∂L

∂q̇i
(1.10)

であり、変数 qi, pjは、古典力学でポアッソン括弧、

{qi, pj}(PB) =
∑
l

(
∂qi
∂ql

∂pj
∂pl

− ∂qi
∂pl

∂pj
∂ql

) = δij (1.11)
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量子力学で交換関係

[qi, pj] = qipj − pjqi = ih̄δij (1.12)

を満たす。力学の方程式は、ポアッソン括弧や交換関係を使い表される。ハミルト二アンは、
ラグランジアンからルジャンドル変換

H =
∑
l

plq̇l − L(qi, q̇i) (1.13)

で qi, pj の関数として求められ、古典系でも量子系でも時間発展を引き起こす。運動方程式
は古典系で、実数値をとる力学変数に対する

q̇i = {qi, H}(PB), ṗi = {pi, H}(PB) (1.14)

であり、量子力学で、演算子としての運動方程式、

q̇i =
1

ih̄
[qi, H], ṗi =

1

ih̄
[pi, H] (1.15)

である。また、物理系を表す波動関数は、シュレーデインガー方程式

ih̄
∂

∂t
Ψ(t, qi) = H(pi, qi)Ψ(t, qi) (1.16)

に従い、時間発展する。ここでは、変数 qiを対角形とする表現を適用した。
系のすべての物理量は、波動関数から決定され、計算される。量子力学の古典力学とは大
きく異なる点は、事象が発現する確率が普遍性を持つ物理量となることである。一つの事象
のおきる確率は、通常、1より小さい。そのため、この事象は、必ず起きるわけではなく、同
じ条件で始めて他の事象が起きる場合もある。このように、確率が１である事象は例外であ
り、この場合を除いて、物理事象は一意的に決まるわけではない。様々な事象が起こりうる
ことになり、またどの事象が起きるのかを、予め知ることはできない。事象が発現する確率
が決まることは、沢山の事象を集めた統計集団は、観測するか否かに無関係に、量子力学に
則った分布に従う。

1.3.2 定常状態

ハミルト二アンHの固有状態は、固有値方程式

Hϕ = Eϕ (1.17)

を満たす。H はエルミートな演算子であり、固有値 E は正定値であり、正か零である。ま
た、シュレーデインガー方程式を満たすため、時間に関しては指数関数

e
Et
ih̄ ϕ(qi) (1.18)
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であり、tを aずらすと、

e
E(t+a)

ih̄ ϕ(qi) = e
Ea
ih̄ e

Et
ih̄ ϕ(qi) (1.19)

と、もとの関数に比例する。比例係数は、力学変数に依存しない位相因子であるので、得られ
た関数は、もとの関数に定数係数を除いて一致する関数であり、同じ物理状態を表している。
３次元空間におけるポテンシャル V (x⃗)中の質量mの質点では、ラグランジアンは、

L =
m

2
˙⃗x
2 − V (x⃗) (1.20)

であり運動量とハミルト二アンが

pi = mẋi, H = piẋi − L =
p⃗2

2m
+ V (x⃗) (1.21)

で記述される。引力ポテンシャルでは、固有状態は束縛状態と散乱状態の異なる性質をもつ
2種類に分類される。前者の波動関数は、中心の位置の近傍で絶対値が有限な値をとり、中
心から離れた位置では急速に小さくなる。波動関数の絶対値の２乗の空間積分が、収束する
束縛状態を表している。一方後者の波動関の絶対値の２乗の空間積数は、無限遠まで値を持
ち積分が発散する。波動関数が、無限遠まで値を持つことは、無限遠の位置まで。到達する
波を表す。この波は、束縛状態ではない散乱状態を表している。束縛状態にある時、対応す
る粒子は、必ずこの状態の内部にいる、つまり内部にいる確率は、１である。散乱状態は広
がっていて、当該状態で表現されている粒子が、確率が１であるような有限領域の条件は、
存在しない。

1.3.3 状態遷移

量子力学の様々な物理量の中で、状態の遷移に対する確率が重要である。一つの状態から
他の状態への遷移では、両状態を表す波動関数の重なり積分の絶対値の二乗が、これらの遷
移事象の発現する確率である。
ハミルト二アンが、自由項H0と相互作用項H1の和

H = H0 +H1 (1.22)

であり、H1が小さい物理系を考える。この系では、物理状態は、主にH0によって決まる。
H0の固有状態、

H0ϕl(qi) = El
0ϕl(qi) (1.23)

は

ϕl(t, qi) = e
El
0t

ih̄ ϕl(qi) (1.24)
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と時間発展する。時間に依存する指数部には、時間が経過した際力学変数に依存しない一
定の位相部がかかる。波動関数としては不変である。この状態は、時間とともに変化しない
状態であるので、定常状態と呼ばれ、自然界で重要な役割をする。位相の角速度は、エネル
ギーEl

0をプランク定数で、割った大きさである。
定常状態 ϕl(t, qi)は、時間が経過しても同じ状態にとどまるが、ハミルトニアンに小さな
摂動項H1が加わった物理系では、別の定常状態に遷移する過程が生ずる。この遷移過程は、
方程式

ih̄
∂

∂t
ψ(t) = (H0 + λH1)ψ(t) (1.25)

で表される。方程式の解は上の定常状態の一次結合

ψ(t) =
∑
l

al(t)ϕl(t) (1.26)

で表せる。ここで、係数 al(t)は、今のところ未定な時間の関数であるが、上の方程式に代
入すると満たすべき関係式が得られる。式は、

ih̄
∑
l

(
∂al(t)

∂t
ϕl(t) + al(t)

∂

∂t
ψ(t)) = (H0 + λH1)

∑
l

al(t)ϕl(t) (1.27)

と変形され係数についての連立一次方程式となる。方程式の両辺に ϕ∗
m(t) をかけて積分する

ことより、さらに関係式は

ih̄(
∂am(t)

∂t
) + amE

0
m =

∑
l

(E0
l al(t)δl,m + λal(t)⟨ϕ∗

m(t)H1ϕl(t)⟩) (1.28)

a2l と変形される。この時、係数を λのべき級数で

al(t) =
m=∞∑
m=0

λmaml (t) (1.29)

と表し、方程式 (1.28) に代入する。この結果、 λの各次数の係数 aml (t)は、方程式

ih̄(
∂aml (t)

∂t
) + aml E

0
l =

∑
n

(E0
na

m
n (t)δn,l + am−1

n (t)⟨ϕ∗
n(t)H1ϕl(t)⟩) (1.30)

を満たす。これは、am−1
l (t)と aml (t)の関係を与える漸化式である。a

0
l (t)より a1l (t)、次に

a1l (t)より a2l (t)、さらに a2l (t) より a3l (t)等次々に係数を求めることができる。
m = 0では、

ih̄(
∂a0l (t)

∂t
) + a0l (t)E

0
l = E0

1a
0
1(t) (1.31)
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より

a0l (t) = a0l =定数 (1.32)

m = 1では、方程式

ih̄(
∂a1l (t)

∂t
) + a1lE

0
l = E0

1a
1
1(t) +

∑
l

(a0n(t)⟨ϕ∗
n(t)H1ϕl(t)⟩) (1.33)

は、

ih̄(
∂a1l (t)

∂t
) + a1lE

0
l =

∑
n

(E0
na

m
n (t)δn,l + am−1

n (t)⟨ϕ∗
n(t)H1ϕl(t)⟩) (1.34)

となる。解は、定積分

a1l (t) =
1

ih̄

∑
l

∫ t

0
dt′a0n(t

′)⟨ϕ∗
n(t

′)Hlϕl(t
′)⟩ (1.35)

=
1

ih̄

∑
l

∫ t

0
dt′e−iωt′a0n⟨ϕ∗

nHlϕl⟩

ω =
El − En

h̄

である。ここで、時間積分

I(ω; t) =
∫ t

0
dt′e−iωt′ =

1

−iω
(1− e−iωt) (1.36)

は、積分区間 tの大きさで性質が変化する ωの関数である。I(ω; t)は、大きな tで ω = 0に
鋭いピークを持ち、t = ∞ではディラックのデルタ関数に比例する、

2πδ(ω). (1.37)

また、

|I(ω; t)|2 =
∫ t

0

∫ t

0
e−iω(t′−t′′) (1.38)

=
4 sin2(ωt/2)

ω2
≈ 2πtδ(ω)

であり、近似的に tに比例する。tが大きな有限値である時の I(ω; t)の性質については、後
で考察する。
以上の計算では、状態 ψが近似的にHの固有状態 ϕiにあるとした。この計算結果の応用
として、t = 0に ϕL(t)にある状態が、後の tに状態 ϕl(t)にいる確率を求める。この確率は、
係数の絶対値の二乗

|al(t)|2 (1.39)
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に一致する。F = ⟨ϕ∗
nHlϕl⟩とし、Taylar展開 F (ω) =

∑
l Clω

lとエネルギー幅∆Eで、

P =
∫ Eα+∆E

Eα−∆E

|I(ω; t)T |2F (Eβ − Eα) (1.40)

= 2πTC0{1 +
∑
l≥2

Cl/C0
∆l−1

E

2πT (l − 1)
}

となる。∆Eが有限であれば、上の積分は収束し、無限であれば発散する。

確率の例

簡単な例題で、確率の意味を考えよう。図のような中を二つに仕切られた箱のなかに電子
を入射させた時、この電子は中のＡまたはＢのどちらにいる。しかしどちらであるか決まる
だろうか？Aの状態をψaBの状態をψbとすると、電子の状態が、複素数 zaと zbを係数とす
る波動関数

ψ = aψa + bψb (1.41)

で表わされ時、電子はどちらにいるか決まっていない。このような状態で、電子を何度も観
測すると, aにいる確率は

|za|2 (1.42)

であり、bにいる確率は

|zb|2 (1.43)

であることがわかる。各観測の前に、あらかじめどちらにいるかを決定する術はない。

1.4 散乱の一般論
波が、ミクロな領域における相互作用の働く領域を通過・伝搬するとき、方向や性質を変
える。相互作用の働くのは小さな領域であっても、相互作用のない空間領域における自由な
波に影響を及ぼす。変化は、確率的に決まる。自由な波動方程式に従う入射された波が、ポ
テンシャル（相互作用）のために影響を受けて異なる波となって外部へ出てゆくのが、散乱
である。外へ出てゆく波を測定器で観測して、事象の頻度を測定する。この分布より、原子
の内部のような狭い領域におけるミクロな情報をマクロな測定装置でえることができる。こ
の装置は、顕微鏡の役割をしている。
古典的な散乱現象では、散乱波の強度が、直接的に観測・測定される。強度は、変位の大
きさを表す物理量でもある。ところが、量子力学的な散乱現象では、入射波から散乱波への
遷移確率により決まる統計分布が観測・測定される。両者の違いに注意が必要である。
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1.4.1 散乱行列の標準形：T = ∞

量子力学的な散乱の一般論を述べておこう。時間発展演算子 U(t)は全ハミルトニアンH

から、

U(t) = e−iHt (1.44)

と定義されるユニタリ演算子であり、自由粒子では自由なハミルトニアンH0 からの演算子、

U0(t) = e−iH0t (1.45)

である。散乱状態は、時刻 tが−∞で相互作用のない自由なハミルトニアンH0の固有状態
|ψin⟩に漸近的に近ずく波動関数

U(t)|ψ⟩t→−∞ → U0(t)|ψin⟩ (1.46)

と、時刻 tが+∞で相互作用のない自由なハミルトニアンH0の固有状態 |ψout⟩に漸近的に
近ずく波動関数

U(t)|ψ⟩t→+∞ → U0(t)|ψout⟩ (1.47)

との間の遷移振幅である。散乱演算子を

Ω± = limt→∓∞U(t)
†U0(t) (1.48)

と定義する。これらを使い、状態ベクトルは、一方で

|ψ⟩ = limt→−∞U(t)
†U0(t)|ψin⟩ = Ω+|ψin⟩ (1.49)

と表わされ、また

|ψ⟩ = limt→∞U(t)
†U0(t)|ψout⟩ = Ω−|ψout⟩ (1.50)

とも表わされる。この結果、右辺を等しいとおいて、

Ω−|ψout⟩ = Ω+|ψin⟩ (1.51)

が得られ、さらに二つの状態が、一つの行列 Sで、

|ψout⟩ = S|ψin⟩ (1.52)

S = Ω†
−Ω+ (1.53)

と表わされる。Sは、ユニタリー演算子の極限

S = limt→∞,t′→−∞U(t)
0†U(t)U †(t′)U0(t′) (1.54)

である。
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1.4.2 散乱におけるエネルギー保存則

前節の散乱演算子は、

HΩ± = Ω±H
0 (1.55)

を満たしている。まず、この関係式を証明しよう。

eiHτΩ± = eiHτ lim
t→∓∞

eiHte−iH0t (1.56)

= lim eiH(τ+t)e−iH0t

= lim eiH(τ+t)e−iH0(t+τ)eiH
0τ

= Ω±e
iH0τ

両辺を τ で n回微分して、

(
∂

∂τ
)neiHτΩ± = (

∂

∂τ
)nΩ±e

iH0τ (1.57)

が得られる。ここで、τ = 0を代入して、関係式は

(iH)nΩ± = Ω±(iH0)
n (1.58)

となる。n = 1では、

HΩ± = Ω±H
0 (1.59)

となり、さらに両辺のエルミート共役から

Ω±H = H0Ω± (1.60)

となる。よって、

(Ω±)
†HΩ± = H0 (1.61)

が満たされる。ここで、Sの定義と上の関係式を使い、

SH0 = Ω†
−Ω+H

0 (1.62)

= Ω†
−HΩ+

= H0Ω†
−Ω+

= H0S

が得られ、Sが自由ハミルトニアンH0と可換

[S,H0] = 0 (1.63)
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であることが分かる。よって、散乱によってH0で定義されたエネルギーは保存する。
H0で定義されたエネルギーが保存することより、初期状態

H0|ψin⟩ = E0
a|ψin⟩ (1.64)

から遷移する終状態はすべて、同じエネルギーをもち、

H0|ψout⟩ = E0
a|ψout⟩, |ψout⟩ = E0

a|ψin⟩, (1.65)

を満たす。
また幅 δEのエネルギー幅を持つ非定常状態としての初期状態

|ψw.p
in ⟩ =

∫
C(E)|ψE

in⟩ (1.66)

は、同じエネルギー幅を持つ状態

|ψw.p
out ⟩ =

∫
C(E)S|ψE

in⟩ (1.67)

に遷移する。

古典力学におけるエネルギー保存則

古典力学では、運動方程式

m
d2

dt2
x⃗(t) = −∇U(x⃗) (1.68)

を満たす位置ベクトル x⃗(t)から定義するエネルギー

E =
m

2
(
d

dt
x⃗(t))2 + U(x⃗) (1.69)

は時間によらず一定である。散乱状態でも束縛状態でも、この結論は変わらない。

1.4.3 散乱における保存量

定常状態による散乱の扱いでは、保存量Qが散乱行列と可換であり

[S,Q] = 0 (1.70)

が満足し、

Q|in⟩ = q|in⟩ (1.71)
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が満足すれば、

Q|out⟩ = q|out⟩ (1.72)

となる。
最も単純なのは、保存量QがH0ともH1とも可換で

[H0, Q] = 0 (1.73)

[H1, Q] = 0

を満たす場合である。
例 1

球対称ポテンシャル V (r)中で角運動量 Ljは、

[Lj, H0] = 0 (1.74)

[Lj, H1] = 0

を満たしている。だから、角運動量は、散乱に際して必ず保存する。初期条件が角運動量
L = l(l+1), Lz = mzであるとき、終状態も必ず同じ角運動量L = l(l+1), Lz = mzである。
例　 2

完全な保存量ではない例として、運動量 Pjがある。運動量 Pjは、H0とは可換であるが、
座標の関数であるポテンシャルとは可換ではない。

[Pj, H0] = 0 (1.75)

[Pj, V (r)] = −ih̄ ∂

∂xj
V (r) ̸= 0

だから、ポテンシャル散乱では運動量は保存量ではない。
例　 3

相対座標に依存するポテンシャルで相互作用する２体問題では、全運動量 P⃗ = p⃗1 + p⃗2が
保存量である。ハミルトニアンHは、

H =
p⃗21
2m1

+
p⃗22
2m2

+ V (x⃗1 − x⃗2) (1.76)

であり、ポテンシャルは

[P⃗j, V (x⃗1 − x⃗2)] = −ih̄( ∂

∂xj1
− ∂

∂xj2
)V (x⃗1 − x⃗2) = 0 (1.77)

と、全運動量と交換する。波動関数は、

|Ψ⟩ = Ψ(R⃗)ϕ(r⃗)ei(ER+er)t (1.78)
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と、中心座標と相対座標の変数の分離形で書かれ、また中心座標に依存する部分は、全運動
量 P⃗ の固有関数である平面波

Ψ(R⃗) = eiP⃗R·R⃗ (1.79)

となっている。

1.4.4 散乱と束縛状態

ポテンシャルのもとで束縛状態が存在するときは、全状態からなるベクトル空間は、散乱
状態の空間と束縛状態の空間の直和になる。束縛状態は、波動関数がポテンシャル中心の近
傍にだけ値をもち、散乱状態は波動関数が無限領域に広がる。また、短距離ポテンシャルの
場合に限るとして、束縛状態のエネルギーは負の値であり、散乱状態のエネルギーは正の値
である。このため、両空間に属するベクトルは、必ず直交する。だから、全空間は両ベクト
ル空間の直和になり、束縛状態を取り除いた空間での遷移演算子として、散乱の演算子を考
えればよい。定常状態では、散乱状態は正エネルギーをもち、負エネルギーの束縛状態とは、
直交し、二つは異なるエネルギー領域である。
ポテンシャル中の一体問題と、相対座標で決まる相互作用をする２体問題は、通常は等価
である。後者で、波動関数が中心座標と相対座標に変数分離した際、中心座標の空間は、自
由粒子のハミルトニアンで表わされる自明な問題に帰着される。一方、相対座標の空間は、
一体のポテンシャル問題に帰着される。だから、２体問題の定常状態は、中心座標の波動関
数と相対座標の波動関数の直積で、両空間を分離して扱える。相対座標の空間においては、
散乱状態と束縛状態が互いに直交し存在する。だから、束縛状態があっても散乱の問題の扱
いには、あまり影響がない。
ところが、非定常状態並びにそれらの遷移では、事情が異なる。非定常状態は、様々なエ
ネルギーを持つ状態を重ね合わせた状態である。大きなエネルギー幅を持つ状態は、中心座
標の空間で有限なエネルギー幅を持つと共に、相対座標の空間で有限なエネルギー幅をもつ。
これらの状態を重ね合わせた状態が結合して物理に影響を及ぼす。その中には、相対座標の
空間の散乱状態と束縛状態の両空間のベクトルの重ね合わせた状態も含まれる。
非定常状態間の遷移では、波の重なりによる相互作用エネルギーが零ではない。この結果、
運動エネルギーは、全エネルギーからずれた値となる。波の散乱や反応におけるエネルギー
は、波の振動数をプランク定数で割った運動エネルギーであることに注意しよう。つまり、
遷移前後の波の重なりは、相互作用エネルギーを有限にさせるため、全エネルギーからずれ
た運動エネルギーを実現させる。
非定常状態間の遷移の物理は、このように定常状態による物理と異なる側面を持つ。熱平
衡における物理や物理量、また様々な状況で平均した値は、多くの場合、定常状態で扱える。
一方で、緩和現象や、急激に変化する現象や、非平衡での物理は、非定常状態での扱いが必
要である。
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波束が、ゆっくり拡がる場合は、拡がりの効果は、時間に依存して変化するため、平衡値
ではない。

1.5 散乱断面積の公式T → ∞
一般論

T → ∞における S-行列から遷移振幅が

S = 1 +R (1.80)

⟨f |R|i⟩ = δ4(Pf − Pi)⟨f |M |i⟩

と書かれ、体積 V 時間 T における遷移確率を体積・時間で割って、

Γ1 = limV,T→∞
|⟨f |R|i⟩|2V T

V T
(1.81)

Γ1は単位体積・時間当たりの遷移確率

⟨|R|i⟩ = (2π)−4⟨f |M |i⟩
∫
d4xei(Pf−Pi)x (1.82)

である。大きな体積 V と時間間隔 T での遷移振幅は

⟨|R|i⟩V T = (2π)−4⟨f |M |i⟩
∫
V T

d4xei(Pf−Pi)x (1.83)

である。４次元積分の公式

limV,T→∞
1

V T
|
∫
V T

d4xei(Pf−Pi)x|2 = (2π)4δ(Pf − Pi) (1.84)

が、１次元積分

limT→∞
1

T
|
∫ T/2

T/2
d4xeiEt|2 = limT→∞

1

T
[
sin(ET/2)

E/2
]2 = 2πδ(E) (1.85)

の積より、導ける。この結果、遷移率は

Γ1 = (2π)−4δ4(Pf − Pi)|⟨f |M |i⟩|2 (1.86)

となる。
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静止した原子

静止した原子の遷移（参考 ：Bethe-Salpeter) で相互作用、

Hint = eA⃗(x)
p⃗

m
; p⃗ =

∑
i

p⃗i (1.87)

を使い、

Wn′n(k⃗)dΩ =
e2h̄ωnn′

2πm2c3
|Dj

nn′(k⃗)|2dΩ (1.88)

D⃗nn′(k⃗) =
∫
u∗n′

∑
i

eik⃗r⃗i∇⃗iundτ (1.89)

ただし、

ωnn′ =
1

h̄
(En − En′) = ck = 2πνnn′ (1.90)

rbohr ≈ 10−10メートル、k ≪ 1010 メートル −1で、kr ≈ 0で、２重極近似が良い。

D⃗nn′(k⃗) = D⃗nn′ =
∫
u∗n′

∑
i

∇iundτ

(1.91)

また、

p⃗nn′ = mv⃗nn′ = m(−i)ωnn′ r⃗n′n (1.92)

を使い、

W (Ω, e⃗) =
e2

2πh̄c3
ω3
nn′(e⃗r⃗n′n)

2dΩ (1.93)

多くの本や論文で使われている。

1.6 有限のTのS[T ]における運動エネルギー非保存
ハイゼンベルグのＳ－行列理論では、波動関数を使わずに量子力学を定式化する。一方で、

S-行列は、波動関数がしたがうシュレーデインガー方程式から無限の時間間隔 T における状
態の遷移の確率振幅として導かれる。波動関数は漸近的な領域において、自由な方程式に従
うことより、解は、方程式の不変性や対称性を維持し、S-行列も同じ性質をもつ。
ところで実際の測定、実験、や自然の反応では、T は大きくても有限である。この場合の
波動関数は、無限の T から（わずかに）ずれている。だから、遷移確率も、有限の Tでは
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無限の T からずれると考えられる。しかしながら、ずれの大きさは、非常に小さいことが
多い。これは、量子論における波動の典型的な長さが、プランク定数で決まる非常に短いド
ブロイ波長であることによる。空間的に小さなサイズの粒子では、他に長さのスケールが無
いので、ドブロイ波長で決まる時間間隔よりはるかに大きなTは、無限な大きさと等価であ
る。フェルミの黄金律についても、ディラック、フェルミや他の人達は、同じように考え、
短いドブロイ波長を考慮して、有限なTによる補正項は不必要であると考えた。しかしなが
ら、大きなサイズの波動の遷移は、粒子とは異なる。これらの波の重なりが影響を及ぼすた
め、ドブロイ波長だけで波動性が判定できるわけではない。古典粒子の量子力学（第一量子
化）では、波動的な性質は、ドブロイ波長だけで決定されるが、古典波の量子論や量子波の
第２量子化理論の波動的な性質は、量子化後のドブロイ波長と量子化前の波の波長との両パ
ラメーターで決定される。だから、場の量子力学において、有限 T の補正は、点粒子の量子
力学とは異なる。
有限なTでは,明らかに関数 I(ω;T )は、デルタ関数からずれている。しかも、ずれは、ω−2

で振る舞う ω ̸= 0からの寄与が、確率に含まれることを示す。つまり、運動エネルギー保存
則を破る遷移が有限な確率をもつ。その大きさが、いつも非常に小さな値になるのであれば、
今までの方法で問題ない。しかし、これが有意な大きさとなる物理系では、今までの方法に
対する補正をきっちり求めることは、重要で必須である。
では運動エネルギー保存則を破る遷移が、どうして起きるのだろうか、またいかなる物理
を反映しているのだろうか？この問題は、古典物理の検討、並びに古典物理と量子物理の比
較・検討から容易にわかる。ニュートンの運動方程式に従う質量mの質点で保存する力学的
エネルギーは、運動エネルギー (p⃗)2

2m
とポテンシャルエネルギー V (x⃗)の和であるので、ポテ

ンシャルエネルギー V (x⃗)が変化する時、運動エネルギーも変化する。もしも、ポテンシャ
ルが零と異なる領域が、極微な空間部分に限られるのであるならば、その外の領域では運動
エネルギーは一定の大きさである。同じ質点を量子力学で扱うと、波動関数は同じ極微領域
の外部で自由な波となり、運動エネルギーは全エネルギーに一致した値で変化しない。相互
作用が、短距離力ではなく長距離力であったら、ポテンシャルエネルギーは長距離で零と異
なる。その領域では、だから運動エネルギーは変化し、運動エネルギーの保存則を満たさな
い状態への遷移が起きる。この成分は、式 I(ω, T ) の ω ̸= 0に対応する。だから遷移確率の
定数項に寄与を与え、傾きには寄与しない。
基本的な粒子（素粒子）や、ミクロな世界は、場（波）の量子力学で表される。ここでは、
ハミルトニアンの自由項H0は場の２次式であり、解は平面波で波数ベクトル k⃗に比例する
運動量 p⃗ = h̄k⃗と運動エネルギー

√
p2 +m2c4を持つ。運動エネルギーは、振動数に比例す

る。また、相互作用項H1は、場の高次項であり、３個以上の波の重なり積分に比例する。保
存するのは、これらの和である全エネルギーであり、相互作用エネルギーが変化する領域で
は、運動エネルギーは保存しない。この領域が、長距離にわたるのか短距離に限られるのか
は、後で検討する。結論は、小さい質量の場（波）では、この領域はミクロな空間に限られ
るわけではなく、マクロな領域にわたる。だから、場の間の局所的相互作用が、マクロな領
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域における量子効果を引き起こす。ミクロな世界における基本的な自由度と相互作用が、マ
クロな量子効果として発現する。
確率の定数項のために、遷移率は時間間隔に依存して変化する。これが、有限な T におけ
る確率が、無限なTにおける値からずれる要因である。Tの一次式である遷移確率は、定数
項と一次項の２つの和 (1.7) となる。Tに比例する項ΓT は、遷移における粒子的な性質、定
数項P (d)は波動的な性質を表している。振動数に比例するエネルギーは、波の場合、運動エ
ネルギーであることに注意が必要である。場の重なりに起源をもつ相互作用エネルギーが、
遷移確率における定数項を引き起こし物理に影響を及ぼす。

1.7 黄金律の有限T補正
遷移確率における定数項P (d)の起源が、遷移前後の波の重なりによって生じた相互作用エ
ネルギーにあることが分かった。波の重なりは、これらの波の広がりに依存し、散乱振幅を
定義する際の境界条件と関連している。この点を明らかにしておこう。

1.7.1 有限Tの散乱行列

有限の Tの散乱の一般論を、まとめておこう。時間発展演算子 U(t)は全ハミルトニアン
Hから、

U(t) = e−iHt (1.94)

と定義されるユニタリ演算子であり、自由粒子では自由なハミルトニアンH0 からの演算子、

U0(t) = e−iH0t (1.95)

である。散乱状態は、時刻 tが−T/2で相互作用のない自由なハミルトニアンH0の固有状
態 |ψin⟩に一致する波動関数

U(t)|ψ⟩t→−T/2 → U0(t)|ψin⟩ (1.96)

と、時刻 tが+T/2で相互作用のない自由なハミルトニアンH0の固有状態 |ψout⟩に漸近的に
近ずく波動関数

U(t)|ψ⟩t→+T/2 → U0(t)|ψout⟩ (1.97)

との間の遷移振幅である。散乱演算子を

Ω± = limt→∓T/2U(t)
†U0(t) (1.98)

20



と定義する。これらを使い、状態ベクトルは、一方で

|ψ⟩ = limt→−T/2U(t)
†U0(t)|ψin⟩ = Ω+|ψin⟩ (1.99)

と表わされ、また

|ψ⟩ = limt→T/2U(t)
†U0(t)|ψout⟩ = Ω−|ψout⟩ (1.100)

とも表わされる。この結果、右辺を等しいとおいて、

Ω−|ψout⟩ = Ω+|ψin⟩ (1.101)

が得られ、さらに二つの状態が、一つの行列 Sで、

|ψout⟩ = S|ψin⟩ (1.102)

S = Ω†
−Ω+ (1.103)

と表わされる。Sは、ユニタリー演算子の極限

S[T ] = limt→T/2,t′→−T/2U(t)
0†U(t)U †(t′)U0(t′) (1.104)

である。
有限時間間隔では、S-行列は自由ハミルトニアンと交換しない。交換関係は

[H0, S[T ]] = (1.105)

であり、右辺は零ではない。H0の固有状態

H0|αi⟩ = Ei
0|αi⟩; i (1.106)

を両辺に挟んだ行列要素、

(Ej
0 − Ei

0)⟨αi|S[T ]|αj⟩ = ⟨αi|δS|αj⟩ (1.107)

で、右辺は零ではない。このため、エネルギーがEi
0 −Ej

0 ̸= 0と、異なる状態の遷移要素が
有限の大きさとなる。
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第2章 粒子と波の融合：量子場

遷移確率に、局所的な相互作用に起源をもつ定数項P (d)が、場の量子力学で発現する。こ
のP (d) が大きくなると予想される相対論的な場の理論は、いくつかの特徴を持つ。その一つ
が、無限の運動量を持つ超相対論的な波動が、自由度に含まれていることである。この成分
は、摂動展開の高次項に無限大を引き起こす。物理量の計算には、この紫外発散を分離して
行う繰り込みの処方箋を必要とすることである。繰り込みは、S-行列に対して証明された。

2.1 紫外発散と繰りこみ
散乱問題のＳ－行列は、無限の時間間隔における遷移に関するものであるため、物理系
のラグランジアンの性質や対称性をそのまま反映した不変性を持つ。相対論的な不変性や、
ゲージ不変性は特に現代物理学で、重要な働きをしている。相対論的な場の理論の紫外発散
の繰りこみも、これらの対称性を基本的な柱にして、Ｓ－行列に対して高エネルギー部の分
離が証明され、処方箋が完結している。このように、自然は、ローレンツ不変性やゲージ不
変性をもち、極微部（極高エネルギー部）における基本力学が、これらの対称性を保つこと
は自然なことである。極微な部分で、もしもローレンツ不変性が保たれないとしたら、自然
は全く異なるものになっているはずである。だから、これらの対称性を保つＳ－行列を対象
とした。
しかし、すべての自然現象の起きる確率は S-行列だけで決まるのだろうか？無限の時間間
隔における素過程については、S-行列が確率を与えるが、有限の時間間隔で起きる自然現象
が沢山あることは否定できない。これらの現象に対してシュレーデインガー方程式と量子力
学の基本に則った定量的な検討が、必要であろう。その結果、遷移確率に対して有限時間間
隔の補正は無視でき黄金律に基づく遷移率で十分であれば、問題ない。しかし、逆に確率に
大きな補正項を必要とする物理系があれば、問題であり再検討が必要である。検討の結果次
第では、様々な反応や現象に対しても見直しが必要となるかもしれない。後で示されるよう
に、有限なTでの遷移確率が無限のTの値から有意にずれる物理系が実際に存在する。しか
もこのずれは、時空の不変性を破る性質をもってしまう。そのため、基本的な力学法則の不
変性を反映した高エネルギー部の揺らぎの効果が不変であっても、有限なTでの物理量が、
不変性を破ることある。この場合に、自然現象や、実験による測定値を、基本法則から理解
するのには、大きな注意が必要である。この意味でも、確率からの補正項の分離は大切であ
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る。補正項は、相互作用について最低次の効果にあらわれ、高次効果とは無関係なものであ
る。だから高次効果で消すことも、変更することも不可能である。その点で、不定性の全く
ない理論的に予言能力をもつ物理量である。相互作用が大きな高次効果をもつ場合でも、補
正項は同じに表れる。高次効果が紫外発散を持つ場合、対称性に対して不変な繰りこみで高
エネルギー部を処理し、その結果を使い有限サイズ補正を具体的な計算で求める。この場合
の補正項の計算は、最低次の場合と変わらない。先ず、相互作用についての最低次の計算で、
補正項をきっちり計算することが重要である。
このように量子場の理論での有限 T 補正は、興味深い重要な問題である。量子場の理論と
して最初に定式された量子電気力学 (QuantumElectrodynamics(QED))は、広範囲にわたる
多くの自然現象に関わる素過程の確率を与える。QEDの高エネルギー領域や相互作用の高
次効果は良く理解されているが、有限サイズ補正に起因する効果は、まだ全容がわかってい
ない。これらは、多くの自然現象の理解にとって重要である。そのため、量子場の理論にお
ける有限 T 補正を、簡単な系からまとめておこう。

2.2 スカラー場ϕ

相対論的なスカラーの自由場は、場の方程式

[
∂2

∂xµ
2 +m2]ϕ(x) = 0 (2.1)

に従う。ラグランジアンは

L =
∫
d3x

1

2
((∂µϕ(x))

2 −m2ϕ(x)2) (2.2)

であり、最も簡単な解は、振動数と波数ベクトルが決まった関係式を満たす平面波

ϕ(x) = eipµx
µ

, pµx
µ = p0x0 − p⃗x⃗ (2.3)

p0 = E(p) =
√
p⃗2 +m2

である。場の変数は、量子力学に固有の交換関係に従う。今の場合、交換関係は

[p(x0, x⃗), ϕ(y0, y⃗)]δ(x0 − y0) = ih̄δ(x⃗− y⃗)δ(x0 − y0) (2.4)

p(x) =
∂

∂ϕ0(x)
L = ϕ̇(x)

である。場は交換関係

[a(p⃗, t), a(p⃗′, t′)] = 0, [a(p⃗, t), a†(p⃗′, t′)]δ(t− t′) = δ(p⃗− p⃗′)δ(t− t′) (2.5)
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を満たす生成・消滅演算子

a(p⃗, t), a†(p⃗, t) (2.6)

で、

ϕ(x) =
∫ d3p√

(2π)3E(p)
(eipxa(p⃗, t) + e−ipxa†(p⃗, t)) (2.7)

とフーリエ展開できる。多体粒子の空間は、基底状態（真空）

|0⟩, a(p⃗)|0⟩ = 0 (2.8)

と基底状態に生成演算子をかけた 1粒子状態、2粒子状態、多粒子状態

a†(p⃗1)|0⟩, a†(p⃗1)a†(p⃗1)|0⟩, · · · (2.9)

で構成される。生成演算子の交換関係は、多粒子状態が、同種粒子として対称的な性質を持
つことを示す。つまり、スカラー場の理論は、ボース粒子を表している。
これら多粒子をあらわす波動関数は、時間について一次の線形方程式

ih̄
∂

∂t
|Ψ(t)⟩ = H0|Ψ(t) (2.10)

H0 =
∫
d3x[

1

2
(p(x)2 + (∇⃗ϕ(x))2 +m2ϕ(x)2)] (2.11)

=
∫
d3pE(p)(a†(p⃗)a(p⃗) + 1/2)

に従い時間発展する。上の状態は、多体ハミルトニアンの固有状態であり、固有値が

H0|0⟩ = E0|0⟩ (2.12)

H0a
†(p⃗1)|0⟩ = (E0 + E(p1))a

†(p⃗1)|0⟩, (2.13)

H0a
†(p⃗1)a

†(p⃗1)|0⟩ = (E0 + E(p1) + E(p2))a
†(p⃗1)a

†(p⃗1)|0⟩ (2.14)

となる。この固有値は、運動エネルギーの値である。ここで、基底状態のエネルギー

E0 =
1

2

∫
d3pE(p) (2.15)

は、各運動量のモードの零点振動エネルギーの和である。励起状態は、E0に一粒子エネル
ギーや、２粒子エネルギーが加わっている。すべての状態に共通なエネルギーE0は、エネ
ルギーの原点を示す定数である。エネルギーの原点は、ポテンシャルを定義する際不定であ
り、初期条件や境界条件によって初めて一意的に決定される。物理量には影響を及ぼさない
ので、上の値からE0を差し引いた値を状態のエネルギーと考えることにする。すると、真
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空は 0、一粒子状態はE(p)、２粒子状態はE(p1) + E(p2)、とそれぞれが古典的な粒子のエ
ネルギーの和とみなせる。これらは、まさに、多粒子状態を、演算子の集合で表している。
これら多粒子状態は、エネルギーや、運動量が加法に従い、古典力学における粒子と等価な
性質を持つ。ただし、線形空間のベクトルであるので、一方で重ね合わせの原理に従い、波
動的な性質を併せ持つ。だから、多粒子状態が、波動的な性質の典型的な現象である干渉・
回折を示す。　多粒子状態の示す干渉・回折は、１粒子状態の干渉・回折や古典波の干渉・
回折とは異なる特異な性質をもつ。つまり、場の量子論の示す干渉・回折では、量子力学的
な１電子状態や古典電磁波とは、定性的に異なる特徴が発現する。これらは、今まで見落と
されていた効果である。

2.3 ϕ3相互作用
場の３乗やより高次の冪は、場（波）の相互作用を表す。特に、同じ座標の場の高次項か
らなる相互作用ラグランジアンは、基本的な物理系に必要な諸性質を備えている。この同じ
座標の場の間の相互作用、局所的相互作用と呼ばれる、は時空の不変性であるポアンカレ対
称性を保つ。ポアンカレ不変な場の理論の最も簡単な例が、ϕ(x)3形で相互作用するスカラー
場である。まずこの理論で、場の量子力学系に特徴的な多体遷移現象に生ずるマクロな干渉・
回折現象、並びに大きな有限サイズ補正を明らかにする。
量子的な波動における運動エネルギーと相互作用エネルギーの違いを明らかにしておくこ
とは、物理の正確な把握のために必須である。それぞれの波では、その振動数 νから運動エ
ネルギーがhνと決まり、波の重なり積分である相互作用ハミルトニアンの値が、相互作用エ
ネルギーを決める。遷移前後では、両エネルギーの和が一定で保存され、運動エネルギーは、
通常保存されない。例外的に、非常に小さい大きさの波では、波がすぐ分離する。そのため、
重なり積分はほぼいつも零となり、相互作用エネルギーは消失する。だから、全エネルギー
に一致致する運動エネルギーは保存する。逆に、大きな波では、波の重なりはなかなか消失
しない。有限の時間では、相互作用エネルギーは零にならずに、無限の時間で初めて零にな
る。波の重なりの大きな効果が、遷移確率に発現する。ところで、散乱・崩壊現象で、初期
状態や終状態のエネルギーや測定される粒子のエネルギーは、それぞれの波動の量子状態の
H0の固有値であり、運動エネルギーである。また運動エネルギーが各波動の時間に共役な
エネルギーであり、多体状態としての波動関数の時間発展を表す全エネルギーとは異なる。
波動現象の（確率）振幅を波の重なりの時間座標の積分として計算すると、導かれるのは運
動エネルギー保存則である。このため、量子系が外部とやり取りするエネルギーは、運動エ
ネルギーである。この事情は、古典系でも量子系でも、違いはない。古典力学でも、ポテン
シャルエネルギーが変化し、運動エネルギーが変化する時、容易に外部に取り出せるエネル
ギーは、全エネルギーの一部である運動エネルギーである。例えば、水力発電では、高所か
ら落下した水の運動エネルギーを電気エネルギーに変換する。高い場所での位置エネルギー

26



である重力エネルギーを先ず運動エネルギーに変換し、水の速度を大きくする。その後水の
高速度の運動をタービンの回転運動に変換して外部に取り出す。もしも、位置エネルギーま
たは全エネルギーを直接外部に取り出せれば、好都合であるが、そのような手段はない。古
典系と量子系で共に、物理系の外部に取り出せるのは、運動エネルギーである。古典物理の
質点と波の力学では、運動エネルギーが変化する事情は異なる。前者では、質点に運動方向
に力を及ぼす領域では、質点は力によって仕事をされる。その仕事により、運動エネルギー
が変化する。逆に、運動エネルギーが変化するのは、質点ではポテンシャルエネルギーが変
化する領域に限られる。ところが、後者で、広がった波がポテンシャルと相互作用する場合、
広がりを持つ波の重なりによって決まる相互作用エネルギーは、波の広がりより広い領域で
変化する。だから、運動エネルギーは、ポテンシャルエネルギーが変化する領域よりも広い
領域で、変化する。相互作用エネルギーは、波の遷移では、粒子の遷移とは異なる様相を呈
する。運動エネルギーの変化量は、波の性質を反映し、小さな波では粒子と同様の大きさと
性質を示す。ところが、大きな波では、より広い領域で現れ同時に大きな値となる。
古典論における運動エネルギーの変化は、直接測定できるが、量子力学における運動エネ
ルギーの変化は、遷移確率を通して測定する。遷移確率は、式が示すように二つの成分から
なる。一つ ΓT は運動エネルギーを保存する項であり、次のP (d) は運動エネルギー非保存の
項である。両項は、質点の量子力学と波 (場）の量子力学で共に現れるが、後者で顕著な大
きさと性質を示す。P (d)は、短距離力の質点、長著距離力の質点、短距離力の場の順に大き
くなる。電磁気相互作用、弱い相互作用、強い相互作用、重力相互作用はすべて、場の間の
局所的な相互作用として記述できる。それで、長距離力の場は、ここでは取り上げない。

2.3.1 崩壊

量子力学的な遷移の一つが、粒子の崩壊である。質量 m1 のスカラー場１が、質量関係
m1 > 2m2にある質量m2のスカラー場２と、局所型 λϕ1ϕ

2
2で相互作用するハミルトニアン

の固有状態を求めることは、不可能である。そのため、近似的に、表す。結合定数 λが小さ
いときの摂動論による固有状態から、スカラー場１のスカラー場２への崩壊の諸問題が明ら
かになる。ラグランジアンは、自由項と相互作用項からなる

L = L0 + L1 (2.16)

L0 = (2.17)

L1 = λϕ1(x)ϕ2(x)
2 (2.18)

である。
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計算例；PTEP 2013,073B02,P 22-26

粒子ＡのＢとＣへの崩壊

A→ B + C (2.19)

を調べよう。遷移の確率振幅は、

M = (2.20)

P = ΓT + P (d) (2.21)

相関関数
ここで、質量mの相対論的な場の理論の相関関数を求めておく。２点関数の正エネルギー
部分は、

∆0(x1 − x2) =
∫ dp⃗

2E(p)(2π)3
eip(x1−x2) (2.22)

= iD+(x1 − x2)(Bogoriubov − Shirkov)

= i[
1

4π
δ(λ)ϵ(δt) + fshort(λ)],　

E(p) =
√
p⃗2 +m2

となる。ここで、短距離部分 fshort(λ) は、ベッセル関数 J1(x)、ノイマン関数N1(x)と変形
ベッセル関数K1(x)から、

fshort = − im

8π
√
−λ

θ(−λ){N1(m
√
−λ)− i(δt)J1(m

√
−λ)} (2.23)

−θ(λ) im

4π2
√
λ
K1(m

√
λ),

λ = (x1 − x2)
2, δt = δx0

と表せる。δ(λ)は、光円錐上 (t1− t2)2− (x⃗1 − x2)
2 = 0 (c = 1)以外で零になり光円錐上に特

異性を持つ（light cone singularity) 関数である。この特異関数は、時空座標の実関数であり
振動しないし、大きな空間座標の差 |x⃗1 − x⃗2|に逆比例してゆっくり減少する。このため、こ
の領域の物理に影響を及ぼす。また、相対論的に不変な理論に特徴的にある被積分関数の指
数関数の位相の特異な性質に起源がある。　 pが大きい領域で、相対論的なエネルギーE(p)

は

E(p) → p+
m2

2p
(2.24)
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と振る舞うため、位相部分

p(x1 − x2) = E(p)(t1 − t2)− p⃗(x⃗1 − x⃗2) (2.25)

は、pが大きい領域で p⃗ と x⃗1 − x⃗2の間の角度 θを使い

p(1− cos θ) (2.26)

と表せる。その結果、位相は cos θ = 0, p → ∞で零となる。　位相が消える領域が、無限
の領域にわたるため、この領域からの積分値は発散する。だから、２点関数は特異性を持つ
関数となる。注意深く計算を行うと、積分はベッセル関数とデルタ関数で与えられる。つま
り、この特異性は無限大の波数ベクトル（無限小の波長）を含む沢山の波の重ね合わせが示
す回折の一つである。無限大の波数ベクトルは、超相対論的な運動に対応する。いかなる物
体も、限りなく光速に近い座標系から見た時、エネルギーは同じ振る舞いを示す。だから、
この特異性は、すべての物体で必ず現れる。（参照：Bogoriubov Shirkov 場の理論、他の一
昔前（1950,1960年代）の相対論的場の理論の教科書が詳しい）
正エネルギー振動部分の相関関数を具体的に計算する。

D+(x) =
1

(2π)3i

∫
d4keikxδ(k2 −m2)θ(k0) (2.27)

=
1

(2π)3i

∫
d3k

1

2k0
eikx, k0 =

√
k⃗2 +m2

=
1

(2π)3i

∫
k2dkd cos θdϕ

1

2k0
ei(k

0x0−kr cos θ),

=
1

(2π)3i

∫ ∞

0
k2dk2π

1

2k0
1

−ikr
[ei(k

0x0−kr cos θ)]cos θ=+1
cos θ=−1,

=
1

2(2π)2r

∫ ∞

0
kdk

1

k0
[ei(k

0x0−kr) − ei(k
0x0+kr)],

=
1

2(2π)2r
(−)

∫ ∞

−∞
kdk

1

k0
ei(k

0x0+kr).

If m = 0,

=
1

2(2π)2r
(−)

∫ ∞

−∞
dkei(k(x

0+r)) =
1

2(2π)r
(−)δ(x0 + r). (2.28)

For general case of m ̸= 0, we write

D+(x) =
1

4πr

∂

∂r
f(x), (2.29)

where

f(x) = f(x0, r) =
i

2π

∫ ∞

−∞

ei(k
0x0+kr)

k0
dk, (2.30)

k0 =
√
k2 +m2, k =

√
k⃗2, r =

√
x⃗2
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By changing the variable from (k0, k) to ϕ

k = mshϕ, k0 = mchϕ; (k0)2 − k2 = m2;−∞ ≤ ϕ ≤ ∞ (2.31)

dk = mchϕ = k0dϕ

f(x) =
i

2π

∫ ∞

−∞
dϕeim(x0chϕ+rshϕ) (2.32)

Four cases of stace time regions, λ = (x0)2 − r2

1.x0 > 0, x0 > r;x0 =
√
λchϕ0, r =

√
λshϕ0, (2.33)

2.x0 > 0, x0 < r;x0 =
√
−λshϕ0, r =

√
−λchϕ0,

3.x0 < 0, |x0| > r, ; x0 = −
√
λchϕ0, r =

√
λshϕ0,

4.x0 < 0, |x0| < r; x0 = −
√
−λshϕ0, r =

√
−λchϕ0,

Bessel functions,

1.
1

2πi

∫ ∞

−∞
dϕeim

√
λch(ϕ+ϕ0) =

1

2
H

(1)
0 (m

√
λ) (2.34)

=
1

2
J0(m

√
λ) +

i

2
N0(m

√
λ),

2.
i

2π

∫ ∞

−∞
dϕeim

√
−λsh(ϕ+ϕ0) =

i

π
K0(m

√
−λ)

3.
i

2π

∫ ∞

−∞
dϕe−im

√
λch(ϕ−ϕ0) =

1

2
H

(2)
0 (m

√
λ)

=
1

2
J0(m

√
λ)− i

2
N0(m

√
λ),

4.
i

2π

∫ ∞

−∞
dϕe−im

√
−λsh(ϕ−ϕ0) =

i

π
K0(m

√
−λ)

from which it follws that

f(x) = ϕ(x0, λ) =
1

2i
N0(m

√
λ)− 1

2
ϵ(x0)J0(m

√
λ), for λ > 0 (2.35)

i

π
K0(m

√
−λ), for λ < 0

J0(z) =
∞∑
k=0

(−1)k
z2k

22k(k!)2
(2.36)

πN0(z) = 2J0(lnz/2 + C)− 2
∞∑
k=1

(−1)kz2k

22k(k!)2
[

k∑
m=1

1

m
]

K0(z) =
πi

2
[J0(iz) + iN0(iz)]
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J0(z) = 1− (z/2)2 +O(z4), (2.37)

N0(z) =
2

π
[1− (

z

2
)2]ln

z

2
+

2

π
C +O(z2)

K0(z) = −[1 + (
z

2
)2]ln

z

2
− C +O(z2)

f(x), λ ≈ 0

1.f(x) =
1

2
+
i

2
× 2

π
[1− (

z

2
)2]ln

z

2
(2.38)

2.f(x) =
i

π
(−)[1 + (

z

2
)2]ln

z

2

1.にある 1
2
が２．にはない。つまり、f(x)は 1

2
θ(r − x0)の形の不連続関数となっている。

∂

∂r

1

2
θ(r − x0) =

1

2
δ(r − x0) (2.39)

結果は、

D(+)(x) =
1

4π
ϵ(x0)δ(λ)− im

8π
√
λ
θ(λ)[N1(m

√
λ)− iϵ(x0)J1(m

√
λ)] (2.40)

+θ(−λ) im

4π2
√
−λ

K1(m
√
−λ)

2.3.2 v = constantの波動で、cut off momentum がある場合

ξ([p⃗]) = E(p)t− p⃗x⃗ (2.41)

∂

∂pi
ξ(p⃗) = vit− xi = 0

vit = xi

E = v⃗p⃗; |p| ≤ π

d
(2.42)

Ref. ishikawa-nozaki-sentoku-tobita

2.3.3 Imaginary mass

D+(δt, δx⃗; im)

D+(δt, δx⃗; im) =
1

i2(2π)4

∫
d4q

[
1

q20 − q⃗ 2 +m2 − iϵ
− 1

q20 − q⃗ 2 +m2 + iϵ

]
eiq·δxθ(q0)

=
ϵ(δt)

4π
δ(λ)− m

8π
√
−λ

θ(−λ)
[
N1

(
m
√
−λ

)
− iϵ(δt)J1

(
m
√
−λ

)]
+θ(λ)K1

(
m
√
λ
)
. (2.43)
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The integrand vanishes in q2 = q20 − q⃗ 2 > 0, and D+(δt, δx⃗; im) decreases exponentially at

λ > 0, oscillates at λ < 0, and has a singularity at the light cone λ = 0 of the universal form.

2.3.4 外線が有限の運動量 をもつ

運動量 p⃗の相関関数D+(δt, δx⃗; p,m)

D+(δt, δx⃗; p,m) =
1

i2(2π)4

∫
d4q

[
1

q20 − q⃗ 2 −m2 − iϵ
− 1

q20 − q⃗ 2 −m2 + iϵ

]
ei(q−p)·δxθ(q0).

(2.44)

は 次の (I) か (II)の表現が可能.　それぞれが、異なる積分領域からの寄与をひろっている。
(I)

D+(δt, δx⃗; p,m) = e−ip·δxD+(δt, δx⃗,m), p2 = m2
0. (2.45)

|q⃗ | → ∞からの,

D+(δt, δx⃗; p,m) = e−ip·δx ϵ(δt)

4π
δ(λ) =

ϵ(δt)

4π
δ(λ)e−i(p0−|p⃗ | cos θ)δt, (2.46)

は δt について　振動する。
(II) |q⃗ − p⃗| → ∞から,

D+(δt, δx⃗; p,m) = D+
∞(δt, δx⃗; p,m) +D+

finite(δt, δx⃗; p,m), (2.47)

D+
∞(δt, δx⃗; p,m)とD+

infty(δt, δx⃗; p,m)は p0 ≤ q0と0 ≤ q0 ≤ p0,に対応。For m̃2 = m2
0−m2 >

0, δxに共役な変数 r = q − pで積分, 分母を 2p · rで展開,

D+
∞(δt, δx⃗; p,m) (2.48)

=
1

i2(2π)4

∫
d4r

[
1

r2 +m2
0 + 2p · r −m2 − iϵ

− 1

r2 +m2
0 + 2p · r −m2 + iϵ

]
eir·δx

= Dm (ξ)D+
∞(δt, δx⃗; im̃),

m̃ =
√
m2

0 −m2, ξ = −2ip · ∂

∂δx
, (2.49)

Dm (ξ) =
∑
l=0

ξl

l!

(
∂

∂m̃2

)l

,

Dm (ξ)D+
∞(δt, δx⃗; im̃) =

ϵ(δt)

4π
δ(λ) +Dm (ξ)

[
− m̃

8π
√
−λ

θ(−λ)
{
N1

(
m̃
√
−λ

)
−iϵ(δt)J1

(
m̃
√
−λ

)}
+ θ(λ)

m̃

4π2
√
λ
K1

(
m̃
√
λ
)]
. (2.50)
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D+
∞(δt, δx⃗; p,m) は light-cone singularity と regular terms　からなる。前者は p とmによ
らない. ただし series converges　の領域はこれらによる.

The integral over the region −p0 ≤ r0 ≤ 0 is written as,

D+
finite(δt, δx⃗; p,m) =

1

i(2π)3

∫ dq⃗

E(q⃗ )
ei(q−p)·δxθ(p0 − E(q⃗ )). (2.51)

For m̃2 < 0, D+(δt, δx⃗; p,m) = 0.

高スピン成分

D+(δt, δx⃗; p,m)α1,α2,··· of multiple Lorentz indices

D+(δt, δx⃗; p,m) =
1

i2(2π)4

∫
d4qqα1qα2 · · ·

[
1

q2 +m2 − iϵ
− 1

q2 +m2 + iϵ

]
ei(q−p)·δxθ(q0)

=

(
pα1 − i

∂

∂δxα1

)(
pα2 − i

∂

∂δxα2

)
· · ·D+(δt, δx⃗; p,m), form̃2 ≥ 0,

D+(δt, δx⃗; p,m) = 0, form̃2 ≤ 0. (2.52)

2.3.5 多粒子状態からの相関関数

D+(δt, δx⃗; p,m)α1,α2,··· of many-body states are expressed with the mass spectrum, ρ(m2),

as ∫
dm2ρ(m2)D+(δt, δx⃗; p,m), (2.53)

where

ρ(m2) =
∫
d(phasespace)δ

m2 −
(∑

l

pl

)2
 . (2.54)

Two-particles

For the neutrino and electron,

∆e,νµ(δx) =
1

(2π)6

∫ ∞

−∞

dp⃗edp⃗νµ
EeEνµ

(pµ · pνe)(pe · pνµ)ei(pe+pνµ−pµ)·δx, (2.55)

=
1

(2π)6

∫
d4Q(pµ · pνe)

Q2 −m2
e

2
F (Q)ei(Q−pµ)·δx,

F (Q) =
∫ ∞

−∞

dp⃗edp⃗νµ
EeEνµ

δ(4)(pe + pνµ −Q)

= 2π

(
1− m2

e

Q2

)
θ(Q0)θ(Q

2 −m2
e). (2.56)
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Substituting
∫
dm2δ(m2 −Q2) = 1, we have

∆e,νµ(δx) =
pµ · pνe
2(2π)2

∫
dm2

(
m2 − 2m2

e +
m4

e

m2

)
iD+(δt, δx⃗; pµ,m). (2.57)

For the two neutrino

∆νµ,νe(δx) =
1

(2π)6

∫ ∞

−∞

dp⃗νµdp⃗νe
EνµEνe

(pµ · pνe)(pe · pνµ)ei(pνµ+pνe−pµ)·δx, (2.58)

=
pαµp

β
e

(2π)6

∫
d4Qei(Q−pµ)·δxFα,β(Q),

Fα,β(Q) =
∫ ∞

−∞

dp⃗νµdp⃗νe
EνµEνe

δ(4)(pνµ + pνe −Q)(pνe)α(pνµ)β

=
π

6

(
gα,βQ

2 + 2QαQβ

)
θ(Q0)θ(Q

2). (2.59)

Finally, we have the expression using m2

∆νµ,νe(δx) =
1

12(2π)5

∫
dm2θ(m2)

∫
d4Qδ(Q2 −m2)θ(Q0)θ(Q

2)

×
(
Q2(pµ · pe) + 2(Q · pµ)(Q · pe)

)
ei(Q−pµ)·δx

=
i

12(2π)2

∫
dm2

(
m2(pµ · pe) + 2pµ ·

(
pµ − i

∂

∂δx

)
pe ·

(
pµ − i

∂

∂δx

))
×D+(δt, δx⃗; pµ,m). (2.60)
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第3章 相互作用する場と波動:1 QED

光は電荷と電磁気相互作用する。電子は電荷を帯びた素粒子であり、電子と光子からなる
多粒子系は、電子場 ψ(x)と光子場Aµ(x)からなる量子電気力学のラグランジアン

L = L0 + L1, (3.1)

L0 = ψ̄(x)(pγ −m)ψ(x)− 1

4
FµνF

µν

L1 = +ejµ(x)Aµ(x)

で記述される。電子と光子は、電子による電流

jµ(x) = ψ̄(x)γµψ(x) (3.2)

を通して、局所的に相互作用する。ラグランジアン L1は、電子場の２次と光子場の積の形
の相互作用項を表す。この物理系は、相対論的に不変であり、時空の座標の平行移動、回転、
ローレンツ変換に対する対称性と、エネルギー、運動量、角運動量保存則を満たす。
QEDの量子論は、電子場と光子場を力学変数とし、多電子や多光子状態を波動関数とす
る。波動関数は、量子場の理論のシュレーデインガー方程式を見たし、遷移は因果律を満
たす。

3.1 自由場

3.2 電磁相互作用

3.3 コンプトン散乱

3.4 低エネルギー極限

35





第4章 相互作用する場と波動:2 QFD

4.1 弱い相互作用
弱い相互作用は、電荷や電流とは関係ない相互作用であり、ベータ崩壊や、ニュートリノ
に相互作用を与える。

4.2 ニュートリノ
ニュートリノは、スピン h̄/2で電荷を持たない素粒子である。スピンは、電子と同じであ
り、電気的には光子と同じである。また、質量は、両者の中間であるが、電子の質量よりも
６桁以上小さい。そのため、相対論的なシュレーデインガー方程式であるデイラック方程式
で記述される。
運動量が pである電子の波としての波長、ド・ブロイ波長、はλ = h̄

p
であり、大きな運動量

では極めて短くなる。電子は、古典力学では粒子（質点）のように振る舞う。では、ニュー
トリノも、古典極限で粒子のように振る舞うのであろうか？
では、
電子は、固体中、空気中、真空中でいつも粒子のように振る舞うのだろうか？
電子とニュートリノの相違点は？
波の典型的な長さスケールとして、下に挙げるいくつかがある。
１．ドブロイ波長 λ = h̄

p
、運動量 pの波の波長

２．コンプトン波長 h̄
mc
、運動量 p = mcのドブロイ波長

３．ブーストコンプトン波長 h̄
mc

E
mc2
エネルギーEにブーストされたコンプトン波長

１のドブロイ波長は、質量には依存しない。しかし、２、３の長さは、質量に大きく依存
する。これら３つの長さによって決定される物理を明らかにする。
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第5章 相互作用する場と波動;3 重力

5.1 重ね合わせと非線形相互作用

5.2 長距離極限は古典極限か？
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第6章 複合場の遷移

安定なミクロな状態には、クオークと反クオークからなる中間子、３個のクオークからな
る核子、核子の陽子と中性子からなる原子核、原子核と電子からなる原子、さらに多原子か
らなる分子等様々な形態がある。これらは、複数の構成要素が引力により結合した束縛状態
であり、結合エネルギーは、素粒子・原子核のGeVやMeVから, 分子のmeVやより低いエ
ネルギーまで、１０桁いじょうの広い範囲にわたる。引力のポテンシャルエネルギーと相対
運動のエネルギーは、質量による静止エネルギーと比較して、素粒子では同じ程度であるが、
他の多くの場合は、遥かに小さい。素粒子を除いて、他は相対運動について非相対論的な状
態で記述される。重心が静止して速さが零であるときの束縛状態エネルギー（質量）Mc2は、
構成要素の相対運動についてのハミルトニアンの固有値であり、非相対論的な状態では、質
量による静止エネルギーに結合エネルギーが加わる。一方、重心が速さ vで運動している座
標系でのエネルギーや運動量は、E = Mc2√

1−(v/c)2
, P⃗ = Mc2v⃗/c√

1−(v/c)2
となる。この関係は、非相

対論的な束縛状態でも相対論的な局所場と同様な関係式E2 − P⃗ 2 = (Mc2)2を満たす。これ
らの複合状態間の遷移は、局所場間の遷移と同様に、量子力学の摂動論で解明できる問題で
ある。複合状態間の遷移の確率は、重心運動の波動関数と内部状態の波動関数の両方から決
定される。フェルミの黄金律への補正項P (d)は、重心に関する波動関数が空間的に大きく広
がった状況で、重要になる。その時、波動関数の重なりによる相互作用エネルギーが大きく
変化し、運動エネルギー非保存の遷移確率が大きくなる。この場合の運動エネルギーは、重
心運動エネルギーと内部状態エネルギーの和であり、相互作用エネルギーは、遷移の前後の
状態間の相互作用に起因するエネルギーである。非相対論的な束縛状態の遷移確率に相対論
的な重心運動が寄与することになる。この状況は、例えば希薄なガスにおける状態遷移で実
現する。

6.1 束縛状態の重心運動
相対論的に共変な形で重心運動と内部運動を分離して扱うことより、黄金律の補正項まで
含めた遷移確率が計算される。束縛状態は、たとえ静止系で非相対論的であっても、運動系
での重心運動は相対論的になる。これらの効果は、基底状態の光の吸収や、励起状態の放射
に現れる。特に、運動エネルギー非保存の現象が、（遠）赤外線からガンマ線までの広いエ
ネルギーにわたり発現する。
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参考論文 (相対論的集団座標)

K. Ishikawa, Nucl.Phys. B107, 238,253 (1975);Prog. Theor. Phys. 58, 1283 (1977).

重心運動と相対運動を相対論的に分離するため、相対論的な集団変数 [15]を導入する。時
空座標 xµは、物体や状態に無関係に定義され、空間に静止した一つの座標軸でみた時空の座
標を示す。もう一つの座標系 (τ, σl)を、物体や状態の静止系で定義する。両座標は、関係式

xµ = aµ(τ) + brµ(τ)σ
r (6.1)

brµb
r′µ = −δr,r′

で結びつく。計算の便宜上、さらに brµと直交する規格化されたベクトル b0µを加え、全体が

bλµb
λ′µ = gλ,λ′ (6.2)

を満たす。上の式の逆から

σr = −brµ(xµ − aµ) (6.3)

である。
新座標系は、中心座標 aµ(τ)と方向やローレンツ収縮度、brµ、で規定される。前者は４個
の自由度、後者は６個の自由度を含み、全体がポアンカレ群の１０個の変数に対応する。brµ
は、6個のパラメタ―θi; i = 1, 6で、

b0µ(θi) = (1, 0, 0, 0)U(θ1, θ2, · · · , θ6) (6.4)

b1µ(θi) = (0, 1, 0, 0)U(θ1, θ2, · · · , θ6)
b2µ(θi) = (0, 0, 1, 0)U(θ1, θ2, · · · , θ6)
b3µ(θi) = (0, 0, 0, 1)U(θ1, θ2, · · · , θ6)

と表すと、直交規格化の条件を満たす。ここで、U(θ1, θ2, · · · , θ6)は、４行４列の行列

U(θ1, θ2, · · · , θ6) = eiθ1Lxyeiθ2Lxzeiθ3Lxyeiθ4L0zeiθ5Lxzeiθ6Lxy (6.5)

(6.6)

iLxy, iLxz, iLozは、

iLxy =


0 0 0 0

0 0 1 0

0 −1 0 0

0 0 0 0


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iLxz =


0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 −1 0 0



iL0z =


0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0


である。スピン h̄/2の粒子では、

S = eiσµνθµν , σµν = [γµ, γν ]/4 (6.7)

Srot(θ1) = cos θ1/2 + iσ3 sin θ/2 (6.8)

SLor(θ4) = cosh θ4/2− σ03 sinh θ4/2

σij =

(
σk 0

0 σk

)

σ0k =

(
0 σk
σk 0

)

物体の静止系でのスカラー場、ベクトル場、スピノール場 ϕ̃(τ, σr), Ãξ(τ, σr), ψ̃(τ, σr)は空間
静止系での場 ϕ(x), Aµ(x), ψ(x)と aµ, b

r
µで

ϕ(x) = ϕ̃(τ, σ) (6.9)

Aµ(x) = bξµÃξ(τ, σr)

ψ(x)ξ = Sξζψ̃(τ, σr)ζ

S†γµS = brµγr (6.10)

と表される。これらの場で、作用積分が

S =
∫
dx0dx⃗L(Aµ(x ), ψ(x ), · · · , ϕ(x ), · · ·) (6.11)

=
∫
dτdσ⃗

∂(x0, x⃗)

∂(τ, σ⃗)
L′(Ãξ(τ, σ⃗), · · · , ϕ̃(τ, σ⃗))
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ここで、

∂(x0, x⃗)

∂(τ, σ⃗)
= (6.12)

∂

∂x0
ϕ(x) =

D

Dτ
ϕ̃　

∂Ai(x)

∂x0
− ∂A0(x)

∂xi
=

D

Dτ
Ãr −

∂

∂σr
Ã0 +

1

h0
bνr ḃ

ξ
νÃξ

また、

h0 = b0µ(ȧ
µ + ḃµl σl), (6.13)

hr = brµ(ȧ
µ + ḃµl σl),

D

Dτ
=

1

h0
∂

∂τ
−
∑
r

hr

h0
∂

∂σr

と関係し、スカラー場に依存する作用積分は、

S =
∫
d4x[((

∂ϕ(x)∗

∂xµ
− ieAµϕ

∗)(
∂ϕ(x)∗

∂xµ
+ ieAµϕ

∗)−m2ϕ∗ϕ(x))− λ

3
ϕ(x)3] (6.14)

=
∫
dτL(aµ, θi, ȧµ, θ̇iϕ̃(τ, σi))

L(aµ, θi, ȧµ, θ̇iϕ̃(τ, σi)) =
∫
d3σh0[(

Dϕ̃∗(τ, σ)

Dτ
− ieÃ0ϕ̃

∗)((
Dϕ̃(τ, σ)

Dτ
+ ieÃ0ϕ̃))(6.15)

−
∑
r

((
∂ϕ̃∗(τ, σ)

∂σr
− ieÃrϕ̃

∗)((
∂ϕ̃(τ, σ)

∂σr
+ ieÃ0ϕ̃)))−

λ

3
(ϕ̃(τ, σ))3]

となる。フェルミ場とベクトル場に依存する作用は、ここでは書かない。

6.2 Constraints（拘束条件）
集団座標で記述される運動と、物体系における場の変数で記述される運動を分離するた
め、もともと場で書かかれた作用積分を新たに導入した集団座標と場で表した。この作用積
分 (6.14)を使い、物理量を計算する。ここで、新たな力学変数の自由度は、場の演算子と無
関係ではないことに注意を払う必要がある。両者の関係は、上の作用積分から座標に共役な
運動量を定義すると、

Pµ =
∂L

∂ȧµ
= −bξµP̃ξ (6.16)

ωi =
∂L

∂ω̇i

=
1

2
bξµ
∂ḃµη

∂θ̇i
L̃ξη
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E0 =
∂L

∂ ˙̃A0

= 0 (6.17)

Er =
∂L

∂ ˙̃Ar

=
D

Dτ
Ãr −

∂

∂σr
Ã0 +

1

h0
bνr ḃνξÃξ

π∗ =
Dϕ̃

Dτ
+ ieÃ0ϕ̃ (6.18)

π =
Dϕ̃∗

Dτ
− ieÃ0ϕ̃

∗

と自動的に導かれる。条件式 (6.16) は、物理系の運動量が物体系における運動量を変換し
て得られ、(6.17)は同様に物理系の回転・ローレンツ変換の生成子が、物体系における生成
子の変換であることを示す。これらは、ポアンカレ群に対応している。また、条件式 (6.17)

は、ゲージ場でいつも成立する関係式であり、Ã0が独立な自由度ではないことを示す。ゲー
ジ場は、secondary条件

∇E⃗ − ρ = 0 (6.19)

を満たす。この力学系は、拘束条件がとじた代数を構成している、第一種の拘束系である。
ゲージ固定条件を課して、余分の自由度を消去できる。うまいゲージ固定条件を使えば、計
算は簡単である。
ソリトンの量子化に際しては、場の微小震動のなかの零固有値モードを消去することで、
物体に固定した座標系とするゲージ固定条件を取る。ソリトンの古典解の空間微分や、角度
微分で表せる零エネルギー解に直交する場の空間が構成出来、物体に固定した座標系におけ
る場の自由度を表す。ソリトンに無関係な、束縛状態でも、零固有値モードに直交する場の
空間を構成することで、同じ方法が使える。
多くの状態は、クーロン相互作用による引力で結合した束縛状態である。ゲージ場の拘束
条件がクーロン相互作用の具体的な形を決める。だから、零固有値モードの同定は、ゲージ
場の拘束条件に着目して行われる。

(Ã(σ), ϕ̃(σ), ψ̃(σ)) (6.20)

平行移動 ∫
dσ[ÃrÃ

zero
r + p̃hi(σ)ϕ̃zero + σψ†ψzero] = 0 (6.21)

Azero
r =

∂

∂σj
Ãclassical

j , ψclassical = (6.22)

回転
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6.3 電磁遷移
電流演算子の期待値を、相対論的に共変な形で計算する。前節の集団座標を使う。

⟨p1|jµ(0)|p2⟩ = (6.23)

座標 xµ(0) = 0は、物体固定座標系では、

aµ = −brµσr、 (6.24)

σr = brµa
µ (6.25)

である。また、aµ, brµは系の運動量 pµと関係する。このため、物体固定座標 σrの関数 f(σr)

　を含む演算子の期待値は、運動量の変化 p1µ − p2µの相対論的に共変な関数となる。

6.4 局所場近似
ここで調べる複合場の電磁遷移では、放射場の波長は複合場の内部波動関数の広がりよ
りもはるかに長い。そのため、遷移行列要素を２重極部分や、４重極部分で計算する局所場
近似が”黄金律”を満たす項 Γに対して使われてきた。Γの満たす運動エネルギー保存則か
ら、束縛状態のエネルギー差がΓからの放射のエネルギーを決める。補正項P (d)は運動エネ
ルギー保存則を破り連続スペクトルを与える。スペクトルは、束縛状態のエネルギー差から
零エネルギーにわたる。P (d)からの放射の波長は Γからの放射よりも長くなる。そのため、
P (d)の計算でも、局所場近似は良い近似になっている。複合場の遷移の計算には、ϕ3相互作
用におけるスカラーの遷移や、 QEDにおける遷移で前の章で行った方法や結果をそのまま
使える。
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