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0. はじめに



数値計算の一例
• どんなことができればよいかの一例

• GABLS2 test caseの計算

• GEWEXのサブグループによって提案された大気
境界層の相互比較プロジェクト
(http://people.su.se/~gsven/gabls/)

• 大気境界層の日変化の鉛直1次元モデルによるシ
ミュレーション．

• ベンチマークの一つとして有効．



GABLS2 test case



大気境界層の数値計算

なにが必要?
比較的はっきりしている．

どうしたらいいか?
あまりよく分かっていない．



なにが必要か?
• 数値計算では有限のものしか扱えない．

• 離散化が必要．

• 離散化によって，扱えるものと扱えないものが出
てくる．

• 扱えないものが，とるに足らないものなら無視し
ても良い近似となりえるが…
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支配方程式
• 非圧縮・Boussinesq系:

• 扱えるものと扱えないものを明確にするため，従属
変数の粗視化(なんらかの平均操作)を施す．

(NB) p, θは静水圧平衡からのずれ．



支配方程式
• 粗視化をすると，

分子粘性・熱拡散項
粗視化によって加わった項
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粗視化によって生じた項
• この寄与を無視できるか?

• 粗視化の空間スケールに依存する．

• 流体運動をどれだけ解像できているか?

• 流体運動の空間スケールの下限値なるものは存在す
るのか?

• 答えはYes.

• 分子粘性が存在するため．



The Kolmogorov length

• 流体運動の空間ス
ケールの下限: 
Kolmogorov length = 
(ν3/ε)1/4 ～ O(10−3m)

ν = 1.4×10−5 m2s−1

ε～ O(10−5 m2s−3)
 (Lilly et al. 1974)

木田・柳瀬 (1999)



エネルギーカスケード
• スケール間の相互作用は，エネルギーをより小ス
ケールに輸送．

• τij, τθjは格子スケールから格子内スケールへのエネル
ギー輸送を担う．

空間スケール小
kd

dissipation

1/LΔ



粗視化によって生じた項
• 分子粘性が本質的な役割を果たす空間スケールを解
像できない限り，粗視化の影響は無視できない．

• τij, τθjは格子スケールから格子内スケールへのエネ
ルギー輸送を担う．

• τij, τθjは未知の変数であることに注意．

• これらを「解く」という作業が必要．
• クロージャ問題



分子粘性・分子熱拡散
• 分子粘性・分子熱拡散は，空間スケールが小さくな
い限り，直接的にはほとんど寄与しない．

• では，τij, τθjを考慮しさえすれば，分子粘性・分子熱
拡散項を完全に無視しても良いのか?

• 地表面との運動量・熱の交換は，分子粘性・分子熱
拡散項のみを通じてなされるので，やはり無視でき
ない．

• τij, τθjは地表面ではゼロになることに注意．



分子粘性・分子熱拡散
• 分子粘性が重要となる空間スケールδ～O(10−3m)

• 地表面からこの空間スケールの範囲でのみ，風
速・温度の鉛直勾配が大きくなる．

• 気象の数値モデルでは，格子間隔Δzはせいぜい
 O(1m)～ O(10m)

• (問) δ/Δz << 1のときに分子粘性を差分で評価すると
どういう誤謬をもたらすか?



鉛直プロファイルのイメージ
z

U, Θ−Θs

この厚さはせい
ぜい数ミリ．



分子粘性・分子熱拡散
• 分子粘性・分子熱拡散をそのまま数値的に評価する
のは，気象モデルでは非現実的．

• δ/Δz << 1では，実質的に評価できない．
• 地表面は，植生などを考えると境界条件が非常に
複雑なうえ，そもそも解像できない．

• 別の方法で地表面との運動量・熱の交換を表現する
必要がある．

• Monin-Obukhovの相似則



なにが必要か?の答え
• 地表面状態が与えられたときに，

• 地表面との運動量・熱の交換を評価すること．

• 粗視化によって生じた未知の変数τij, τθjを評価する
こと．

• いずれも，支配方程式に加えて何らかの仮定が必
要．
• 気象モデルではKolmogorov lengthよりも数値モデ
ルの空間分解能がはるかに荒いため．



少しだけコメント
• 境界層の数値モデリングの話は分かりづらい，とよ
く言われます．

• 「説明が悪い」というのもありますが，
• 自明でない仮定が必要．

• どのように扱うか(個々の計算スキーム)の話は知っ
ていても，それが何の目的で何をしてるのか?

• (Mellor and Yamadaモデルの)山田先生のお言葉．

“Science and Art”



1. Monin-Obukhovの相似則とその利用



はじめに
• Monin-Obukhovの相似則について議論する．

• BuckinghamのΠ定理が基礎となる．
• Buckingham, E., 1914: On physically similar systems: 

illustrations of the use of dimensional equations. Phys. 
Rev., 4, 345-376.

• 原論文はGeoff Vallisのwebページから入手可能:
(http://aos.princeton.edu/WWWPUBLIC/gkv/history/
general.html)



f (q1, q2, · · · , qn) = 0

• n個の物理量 q1, ..., qn, k個の単位で記述される系

• 物理量の関係が

で表されるとき，p = n−k個の独立な無次元量π1, ..., πp

が q1, ..., qnが構成できて，

の形で記述することができる．

• 無次元量π1, ..., πpの選び方は一意とは限らないことに
注意．

The Buckingham pi Theorem

F(π1, π2, · · · , πp) = 0



T ∝
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相似則の簡単な例
• 振り子の周期は?

• 紐の長さl[m], おもりの質量
m[kg], 重力加速度g[ms-2]．

• 周期Tの単位は「時間」．

• 時間の単位を作るには，
(l/g)1/2とすれば良い．

• したがって，

• 運動方程式を解かずに評価
していることが重要．

l

m

g θ



中立成層の時の相似則
• 密度ρの流体が地面から受ける応力をσとする．

• 粘性を直接受ける領域より上側では，速度分布は粘
性係数ではなくて，むしろσで特徴づけられる．

• U(z)の分布がρ, σ, zのみで特徴づけられるとすると，
次元解析から，

が得られる．u*は摩擦速度，κはカルマン定数(0.4程度
の値)．

dU
dz

=
u∗
κz

, u∗ :=
�

σ

ρ
.



対数速度分布
• 鉛直方向に積分すると，

z0は(空気力学的)粗度．

• 定常状態となるために
は，乱流によって運動量
が下向きに輸送される必
要がある:
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κ = 0.4,

u∗ = 1.81 · 10−1[m/s],

z0 = 1.46 · 10−4[m].

対数速度分布の一例



代表的な地表面の粗度
地表面 粗度(m)

　水(広くて静かな面) 　10−6 — 10−4

　氷(滑らかな面) 　10−5

　雪 　5.0×10−5 — 10−3

　砂・砂漠 　3.0×10−4

　土 　0.001 — 0.01
　草(草丈0.02 — 0.1m) 　0.003 — 0.01
　　(草丈0.25 — 1.0m) 　0.04 — 0.10
　農地 　0.04 — 0.20
　果樹園 　0.5 — 1.0
　森林 　1.0 — 6.0
　大都市 　2.0

竹内・近藤(1981)



L := −u3
∗Θ0/(κgQ0)

Monin-Obukhovの相似則
• 密度成層を含む場合にどう修正されるべきか?

　　　　　　　　Monin-Obukhov(モニン・オブコフ)の相似則

• 平均量は，密度ρ，摩擦応力σ，温度フラックスQ0，
浮力パラメターg/Θ0, 高さzのみで特徴づけられる．

• 温度，速度，長さを代表する量は，

速度 摩擦速度

温度 摩擦温度

長さ Monin-Obukhov長

u∗ :=
�

σ/ρ

θ∗ := −Q0/u∗



Monin-Obukhov長について
• Monin-Obukhov長は長さのスケールを持っているが，その物理的
意味は大気の安定度

• 熱フラックスの符号によってMonin-Obukhov長は負の値にな
ることもある．

• Q0 > 0: 地面から大気に熱が輸送

• Q0 < 0: 大気から地面に熱が輸送

1/L

中立成層

0

安定成層不安定成層



Monin-Obukhovの相似則
• 変数Fについて，先の代表的なスケールを用いて次元
解析からFと同じ次元の量F*を構成する．

• FをF*によってスケーリングした量は，無次元化した
高さς = z/Lの関数で書き表されると仮定する．

gF(ς)は普遍関数と呼ばれる．

F
F∗

= gF(ζ)



Monin-Obukhovの相似則
• 平均速度・温度にMonin-Obukhov則を適用すると，

• これらは対数速度分布と対応づける目的で，通常は
以下のように表される:

• 普遍関数φm(ς), φh(ς)はシアー関数とも呼ばれ，φm(ς)
は中立時に1となる．
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φm(ζ) := κζgm(ζ), φh(ζ) := κζgh(ζ).



シアー関数
• (数値モデルで重要
な) |ς| < 1の関数形は
観測から求めた経験
式が用いられる．

• あるςについて，観
測から得られるシ
アー関数の値にばら
つきは少ない．

竹内・近藤(1981)



速度・温度の鉛直分布
• U(z), Θ(z)は積分を実行することで得られる．

• ψm(ς), ψh(ς)は対数速度分布からのずれ

• 上は u*, θ*から U(z), Θ(z)を求める式．
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ψm(ζ) =

�
−b(ζ − c/d) exp(−dζ)− aζ − bc/d (ζ ≥ 0),
log[(1 + ξ(ζ))2(1 + ξ(ζ)2)/8]− 2 tan−1 ξ(ζ) + π/2, (ζ < 0),

ψh(ζ) =

�
−b(ζ − c/d) exp(−dζ)− (1 + 2aζ/3)3/2 − bc/d + 1, (ζ ≥ 0),
2 log[(1 + ξ(ζ)2)/2], (ζ < 0),

a = 1, b = 2/3, c = 5, d = 0.35, ξ(ζ) = (1− 16ζ)1/4.

普遍関数の例
様々な関数形が提案されているが，代表的なもの
• Businger (1971)

• Beljaas and Holtslag (1991)

ψm(ζ) =

�
−4.7ζ, (ζ ≥ 0),
log[(1 + ξ(ζ))2(1 + ξ(ζ)2)/8]− 2 tan−1 ξ(ζ) + π/2, (ζ < 0),

ψh(ζ) =

�
−4.7ζ, (ζ ≥ 0),
2 log[(1 + η(ζ))/2], (ζ < 0),

ξ(ζ) = (1 − 15ζ)1/4, η(ζ) = (1 − 9ζ)1/2.
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速度・温度の鉛直分布の例
• z0 = 0.1 [m], u* = 0.3 [m/s], Θ0 = 288 [K]として，L = -100, -200, 100, 200 [m]
と変化させたときの分布

• (問) それぞれの曲線がどの場合に対応するか?(定性的に考えてみてく
ださい)



数値モデルの話に移ります
• ここまでの視点:

• 地表面フラックスが与えられたときに，鉛直プロ
ファイルが成層にどう依存するか?

• Monin-Obukhov則は，歴史的には成層がある場合
にlog-pro!leからどうずれるのかが主な関心事項

• 数値モデル側の要請:

• 大気側の変数から地表面フラックスを診断したい
• 逆に解く．



運動量・温度フラックスの診断
• 地表の運動量 (u*

2)・温度フラックス (u*θ* )を診断す
るには，U(z), Θ(z)からu*, θ*を求める必要あり．

• 解くのは簡単?

σ/ρ = −u2
∗ = −CmU2,
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運動量・温度フラックスの診断
• 答えはNo．意外と大変．

• バルク係数Cm, ChはLの関数．

• Lはu*, θ*の関数．

• イテレーション(反復)して求める必要あり．

Cm , Ch u*, θ*L



運動量・温度フラックスの診断
• バルクRichardson数を導入するとかなり見通しが良
くなる．

• バルクRichardsonは直接診断可能な量であることが
ポイント．

Cm , Ch u*, θ*LRb
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運動量・温度フラックスの診断
• バルク係数をバルクRichardson数の関数として定義
できたら…

• イテレーションは不要．
• 経験的につじつまが合うように関係式を求めてお
けばよい．(Louis 1979, Louis et al. 1982)

Cm , Ch u*, θ*Rb



u2
∗ = a2

mU2Fm(z/z0m, Rb), u∗θ∗ = amah|U|Θ�Fh(z/z0m, z/z0h, Rb),
am := κ/[log(z/z0m)], ah := κ/[log(z/z0h)],
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Louis (1979)の診断方法
• Businger(1971)の普遍関数がリファレンス．



u2
∗ = a2

mU2Fm(z/z0m, Rb), u∗θ∗ = amah|U|Θ�Fh(z/z0m, z/z0h, Rb),
am := κ/[log(z/z0m)], ah := κ/[log(z/z0h)],

Louis et al. (1982)

• 安定成層でFm ≠ Fhとなっていることに注意．
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各種スキームの違いについて
• 論点は主に2つ．

• 臨界Richardson数が存在するか?

• 安定成層で運動量と熱のバルク係数が等しくなる
か?



臨界Richardson数の有無
• 臨界Richardson数が存在する場合，強安定時に地表
面との相互作用がゼロになる．
• 接地境界層でのフラックスは地表面からのフラッ
クスに等しいと考えるので，層流では地表面から
のフラックスがゼロになる．

• 非現実的と考えられている．
• 数値計算上も非常に困る．

• 臨界Richardson数の存在は，ζ→∞ (1/L→∞)でRbが有
限の値に収束するかを調べればよい．



Rb = ζ
[log(z/z0h)− ψh(ζ)]

[log(z/z0m)− ψm(ζ)]
2

→ 4.7ζ2

4.72ζ2 =
1

4.7
, (ζ → ∞)

臨界Richardson数の有無
• Businger (1971):

• Beljaas and Holtslag (1991):

Rb → 2
√

2ζ5/2

3
√

3aζ2
= ∞, (ζ → ∞)

ψm(ζ) = ψh(ζ) = −4.7ζ,



Ch
Cm

=
log(z/z0m)− ψm(ζ)
log(z/z0h)− ψh(ζ)

安定下の運動量・熱のバルク係数
• Businger (1971), Louis (1979)では同じ．

• Beljaas and Holtslag (1991), Louis et al. (1982)では，安
定度が大きくなるほど運動量の方が熱よりも効率的
に輸送される．

• 観測では後者の方が現実的と考えられている．
• ψm, ψhがどういうべき則に従うかが重要．



Ri, Rf, Prの導入
• 同様の議論は，Richardson数，)ux Richardson数，乱
流Prandtl数を用いても可能．

• クロージャモデルの議論ではこちらが用いられる
ことが多い．

Ri :=
g
θ0

dθ
dz

�
du
dz

�2

Rf :=
g
θ0

θ�w�

u�w� du
dz

Pr :=
Km
Kh

=
Ri
Rf

• Gradient Richardson number

• Flux Richardson number

• Turbulent Prandtl number



u�w� = u2
∗, θ�w� = u∗θ∗, L =

u2
∗

κg/Θ0θ∗
,

∂U
∂z

=
u∗
κz

φm(ζ),
∂Θ
∂z

=
θ∗
κz

φh(ζ),

Ri =
ζφh(ζ)
φ2

m(ζ)
, Rf =

ζ

φm(ζ)
, Pr−1 =

φm(ζ)
φh(ζ)

.

Ri, Rf, Prの導入
• Ri, Rf, Prは普遍関数φm(ς), φh(ς)と以下の関係がある:

• 臨界Richardson数 Ricが存在するか?

• 運動量・熱輸送の効率の違い = Prの振る舞い

• Rfの振る舞いと深い関係がある．
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まとめ
• 診断されるバルク係数について，Businger (1971), Beljaas and 

Holtslag (1991), Louis (1979), Louis et al. (1982)について比較，議
論．

• Businger (1971)の普遍関数では，臨界Richardson数が存在．

• Beljaas and Holtslag (1991), Louis et al. (1982)では，安定度が大
きくなるほど運動量の方が熱よりも効率的に輸送される．

• Ri, Rf, Prを用いた議論も可能．

• クロージャモデル設計の観点からすると，こちらの方がよ
く用いられるため，クロージャモデルとの整合性を調べる
には有効．



2. クロージャ問題とそのモデリング



クロージャ問題
• 支配方程式(密度一定・非圧縮):

• 系の粗視化のために，平均操作を行う．

• RANS (レイノルズ平均モデル): アンサンブル平均を
とる．

• LES(Large-eddy Simulation): (局所的な)空間平均を
とる．

∂ui
∂t

+ uj
∂ui
∂xj

= − ∂p
∂xi

+ ν∆ui,

∂ui
∂xi

= 0.



RANSとLES

• RANSの平均操作はアンサンブル平均で定義される．

P(F; x, t)はF(x, t)となる確率密度．

• LESではフィルタ関数G(x)によって平均を定義．

• フィルタ関数 によってグリッドスケール(GS)以下
の変動を落とす．

• RANSとは異なり，グリッドスケール以上の変動は陽
に扱う．

F(x, t) :=
�

F(x, t)P(F; x, t)dF.

F(x, t) :=
�

F(x�, t)G(x − x�)dx�.



RANSとLES ̶ 注意点
• 気象モデルに適用する場合には，どちらの手法も仮定が厳密に
成り立つわけではない．
RANS: アンサンブル平均した場を扱うが，アンサンブル平均は
仮想的なもの．
LES: クロージャ手法を考えるときに，乱流が一様等方であるこ
と，乱流の大部分を陽に解像できることを仮定する．

• モデル解像度(数km—数十km)と一様等方乱流の仮定が妥当なス
ケール(数m)に相当のギャップがある．

• どちらがより近似として妥当かは，扱う問題に依存する．



クロージャ問題
• 従属変数をアンサンブル平均と偏差に分割する．

• 平均成分についての支配方程式:

• 平均操作によって，新たな方程式が加わることなく
新たな変数(        )が加わる．

• 方程式系が閉じなくなる．

ui = ui + u�
i

u�
iu

�
j

∂ui
∂t

+
∂uiuj

∂xj
= − ∂p

∂xi
−

∂u�iu
�
j

∂xj
+ ν∆ui,

∂ui
∂xi

= 0.



クロージャ問題
• 2次の変数の方程式を誘導こともできるが…

•         の式には           が現れる．
•           の式には              が現れる．

• 高次のモーメントの式を構成しても閉じた方程式系
にはならない．
　　　　　　　　    クロージャ問題

• 閉じた方程式系を構成するには別の仮定(高次モーメ
ントを低次モーメントで表現する)が必要．

u�
iu

�
j u�

iu
�
ju

�
k

u�
iu

�
ju

�
ku�

lu�
iu

�
ju

�
k



2次モーメントの支配方程式
• 圧力相関・3次モーメント・粘性散逸の各項によっ
て，式が閉じなくなる．

∂uiuj

∂t
+

∂

∂xk

�
Ukuiuj + ukuiuj − ν

∂

∂xk
uiuj

�
+

∂

∂xj
pui +

∂

∂xi
puj + fk(�ikluiul + �jklujul)

= −uiuk
∂Uj

∂xk
− ujuk

∂Ui
∂xk

− β(gjuiθ + giujθ) + p

�
∂ui
∂uj

+
∂uj

∂ui

�
− 2ν

∂ui
∂uk

∂uj

∂uk
,

∂ujθ

∂t
+

∂

∂xk

�
Ukujθ + ujukθ − νθ

∂uj

∂xk
− αuj

∂θ

∂xk

�
+

∂

∂xj
pθ + �jkl fkulθ

= −ujuk
∂Θ
∂xk

− ukθ
∂Uj

∂xk
− βgjθ2 + p

∂θ

∂xj
− (α + ν)

∂uj

∂xk

∂θ

∂xk
,

∂θ2

∂t
+

∂

∂xk

�
Ukθ2 + ukθ2 − α

∂θ2

∂xk

�
= −2ukθ

∂Θ
∂xk

− 2α
∂θ

∂xk

∂θ

∂xk
.



クロージャの仮定について
• クロージャの仮定は，「手持ちの情報」で「未知の
情報」を推定することに相当．

• 適切な方法がどのようなものかは(存在するかも)
分からない．

• 実用上は，答えが存在するかどうかにかかわら
ず，適当な仮定をおかざるを得ない(ここに，アー
トとしての側面がある)．



渦粘性の仮定
• クロージャの仮定として最もよく使われる．

• レイノルズ応力に対して，分子粘性と同様のアナ
ロジー(応力とひずみの線形関係)を用いる
(Boussinesq 1877):

• 渦粘性係数νTはどうやって決められるべき?

u�iu
�
j = −νTSij +

1
3

δiju�ku�k,

Sij =
1
2

�
∂ui
∂xj

+
∂uj

∂xi

�
.



u� ∼ l
∂U
∂z

.

Prandtl (1925)の混合距離理論
• 平均流Uは鉛直方向のみ
に変化するとする．

• 流体要素は乱流によって
距離lだけ鉛直方向に輸送
されたのちに混合が起こ
ると考える．

• 変動成分の速度のオー
ダーは，

U(z)

z

U(z + l) ∼

U(z) + l
∂U
∂z

u�w�



Prandtlの混合距離理論
• (等方性の仮定から)擾乱の鉛直速度w’もu’と同程度と
考えると，乱流による鉛直方向の運動量輸送u’w’は，

lはPrandtl(プラントル)の混合距離と呼ばれる．
• 渦粘性係数との関係は，

• (問) 対数速度分布に対応する混合距離はどのような
ものか?

u�w� = −l2
����
∂U
∂z

����
∂U
∂z

.

νT = l2
����
∂U
∂z

���� .



Prandtlの混合距離理論
• 渦粘性係数は以下のように表現する場合もあり．

νT = lv

• lは混合距離，vは乱流の代表的速度．
• 分子粘性のアナロジーとの対応づけは，

ν l v

分子粘性 平均自由行程 分子の平均速度

渦粘性 混合距離 乱流の代表的速度



Km = lqSm, Kh = lqSh.

気象モデルのクロージャ手法
• 各論の話は今日はしないが，基本的にはこれまでに
説明した概念でほとんどのものは理解できるはず．

• 渦粘性係数に成層度の依存性を陽に含めることも多
い．例えばMellor-Yamadaモデルなら，

qは乱流運動の代表的速度，Sm, Shは成層度に依存して
診断される無次元量

• l, q, Sm, Shをそれぞれどう決定するか，の議論に集約
される．
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