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Trajectories of a treadmilling swimmer


Kiori Obuse (RIMS, Kyoto University) 

Supervised by  
Jean‐Luc Thiffeault (University of Wisconsin)


Can it escape from its image?




Microorganism


Bacillus
 Chlamydomonas


hPp://en.wikipedia.org/wiki/Chlamydomonas


hPp://www.freewebs.com/jennalb03/


hPp://blackmonsbacillus.pbworks.com/


Tetrahymena


hPp://en.wikipedia.org/wiki/Tetrahymena


Volvox 


hPp://www.damtp.cam.ac.uk/user/
gold/movies.html


hPp://ja.wikipedia.org/wiki/%E5%A4%A7%E8%85%B8%E8%8F%8C


Escherichia coli


hPp://www.marlerblog.com/tags/e‐coli/




Microorganism and the Stokes flow 

cilia or flagella

Small speed


       Small 
 length scale


                     Low Reynolds number  
　　　(                   ex. Escherichia coli:　　　  　 )     
　      →　 viscous effect becomes dominant


(1 – 200 μm )


(                    μm/s )




Treadmilling in a free space


hPp://gizmodo.com/338598/fit‐fur‐life‐doggy‐treadmill‐walks‐that‐muP‐so‐you‐wont‐have‐to


Nutri<on




Microorganisms near a boundary  

E. Coli swimming in circles above  
a flat glass surface, (Lauga et al. 2006) 


Accumula<on of E. Coli near boundaries 
(measurement and force dipole 
singularity model), (Berke et al. 2008)   
 “waltzing” mo<on of pair of Volvox ,  

(Drescher et al. 2009) 




Preceding studies： bouncing above a no‐slip wall  

Two‐rota<ng‐sphere model


Trajectory of the two‐sphere swimmer near wall


(Or and Murray, 2009)


Rota<ng two cylinders to generate 
macroscale robo<c prototype swimming


Trajectory of the swimmer


(Zhang et al. , 2010)




Stokeslet, stresslet, rotelet … 

Stokeslet 
(point force)


Stresslet (force‐
free,  
torque‐free ) 

Stress tensor
Stokes equa<on


Rigid par<cle


Ambient 
flow field:


Dyadic Green’s func<on
\


take the Taylor series in      about 
At                     ,


Symmetric part
 Asymmetric part

rotlet  
(point torque)




(Crowdy and Or , 2010)


Preceding studies(singularity model): 
       Near an infinite no‐slip wall 

(xd, ‐yd )


Simplifica<on to the synchronised 
ac<on of cilia.




(Crowdy and Or , 2010)


Preceding studies(singularity model): 
       Near an infinite no‐slip wall 



x


   y


0

2ε


1‐1


(Crowdy and Ophir, 2010)

Preceding studies(singularity model):  
Near an infinite no‐slip wall with a gap 

 (xd, yd)




x


    y


0

ε


(xd, yd )


 Project: Near an half‐infinite no‐slip wall ??


No‐slip wall of  
       infinitesimal thickness


tangen<al velocity profile:

:const. , sets the <me scale for the treadmilling ac<on by




Biharmonic equa<on and Goursat func<ons


(                    )  


(                                      )


(Biharmonic equa<on )




Singularity model for 2D Stokes flow


(                                              )


(             )


(             )




Treadmilling swimmer and a stresslet


Seek solu<ons for Goursat func<ons of the form; 


Boundary condi<on on the wall: 


No Stokeslet: Force‐free 
No rotlet: Torque‐free




Image of the swimmer 


Goursat func<ons  


Re(z)=x


Im(z)=y


0

Where should the 
image be placed ?
zd0


      No‐slip wall of  
      infinitesimal thickness




Conformal mapping (change of variables)


0
 0
A
 B


A


B


Analy<cal single‐valued func<ons




Assume         to have the form (image system method)


and


0


is determined by the boundary condi<on on the wall :




, and
,
 ,


and
 have to have singulari<es wriPen as Near 
 ,


,
 ,


necessary boundary condi<on on the treadmiller’s body :  




Governing equa<ons


= velocity at                induced by an image 
(regular part of the velocity  

at                )


=         vor<city at                induced by an image 
(regular part of the vor<city                               at                )




Example of the velocity field: 


y = 2.0


x

x

yy

x

x



x


y


0‐20
  20


  20


  1


  1


ε=1


zd0 = xd0 + iyd0 


Θ0


Ini<al condi<ons and parameters


Time integra<on: ode45 solver, 
dx = 0.5,  dy = 0.5, dΘ0 = π/100, Maximum <me: tmax = 1500,  
ε = 1,   μ = exp(2iΘ(t))  




x d0 = ‐15,  yd0  = 2
x d0 = ‐1,  y d0  = 2


x d0 = 0,  yd0  = 2
x d0 = 10,  yd0  = 2


Examples of trajectories




Examples of the trajectories: Escaping from the wall




Examples of the trajectories: Escaping from the wall




Examples of the trajectories: Being above the wall




Examples of the trajectories: Going beneath the wall




Examples of the trajectories: Crashing into the wall




y


0

  δ=0.2ε


  δ=0.2ε


  δ=0.2ε


①②

④③

⑤

  y


x


The posi<on at a sufficiently large <me


x

(xd0, yd0)




From an ini<al point xd0 > 0, yd0 > 0  


Θ0
 Θ0


①  ②
 ④
 ⑤




From an ini<al point xd0 < 0, yd0 > 1  


Θ0
 Θ0


①  ②
 ⑤




From different ini<al points  




From different ini<al points: Several rules  


x
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Escaping probability      for each ini<al point


,




Temporal varia<on of the speed: Escaping from the wall


t


x


y
Speed of a swimmer


y‐posi<on of a swimmer


Trajectory of a swimmer




Conclusions


Further works


・ half a wall ～ size of the swimmer << width of the gap 


・near a corner
 x


y


・ Treadmilling swimmer feels the presence of the wall  
              　　　 escaping probability < 1


??


・ The speed of a swimmer slows down as the swimmer goes


The original problem


further from the wall since the image should remain on the wall 
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          Appendixes




Lecturer note 1 

Dynamics of swimming organism ( posi<on      , velocity     ):


Random 
accelera<on


Water 
velocity


Preferred 
swimming 
velocity


・ taxis (describes a large‐scale preferred 
velocity that the group tends to. ):  
       depends on gradient of cue field             
 cue               may be 
environmental (food, light, depth, etc.) or social 
(posi<ons of neighbors, etc.).  
Here, we define taxis as a preference for 
moving up the gradient of the cue field,




・ kinesis (describes an individual’s tendency to move 
randomly):  
     depends on the cue field:


Lecturer note 1 

・schooling  (describes the behavior of the organisms 
that tend to swim similarly to their neighbours.): 
    depends on neighbor’s     :  
The preferred direc<on of the swimming organisms 
results from a combina<on of aPrac<on and alignment 
tendencies, and so schooling can be represented as 



Singulari<es in Goursat func<ons


Example: 

Assume            of the form
 (             )


Then the complex velocity field is


Insist that the velocity filed should be both  
           single‐valued and, at least, logarithmically singular                                                           


           should have concomitant singulari<es to those in           , but not but not 
conversely (           can have singulari<es which is independent of those 
of          .).




necessary boundary condi<on   
                       on the treadmiller’s body


and
 have to have singulari<es wriPen as Near 
 ,


(                                       )  




, and
Goursat func<ons




Example of the velocity stream func<on: 


yy

x x



x


0‐2
  ‐5
  2


 5


 2


0

From different ini<al points  



