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SH: 球面螺旋

球面上の準一様節点

https://github.com/
gradywright/spherepts

ME: 最小化エネルギー

Tomita et al. 2001Bauer 2000

NI: 正二十面体
� = m✓ mod 2⇡

NICAM



RBF（距離基底函数）法
• 球面上の移流: Flyer and Wright (2007)


• 浅水波方程式: Flyer and Wright (2009)


• メッシュフリー・準一様節点⇒長い時間ステップ


• 簡単なアルゴリズムでスペクトル精度


• 局所性⇒エイリアシングやGibbs現象が起きにくい (Fornberg et al. 2008)


• 適合性⇒複雑形状，局所高解像度化



RBFの考え方
f(x) ⇡ s(x) =

nX

j=1

cj�(||x� xj ||)



RBF: Radial Basis Functions



内挿行列

f ⌘ [f1, f2, ..., fn]
T c ⌘ [c1, c2, ..., cn]

T
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重みでみた一様性

• 単位球の表面積


• 一様な一つの節点の重み


• 重みはRBF内挿行列の列の和
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一様性な重みからの誤差
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浅水波モデル

@u

@t
= �(u ·r)u� f(x⇥ u)� grh� µx

@h

@t
= �r · (hu)

微分演算子・速度の時間変化傾向を接平面に投影

デカルト座標



微分演算子

r�k(r(x)) = �0
k(r(x))rr(x) = (x� xk)

�0
k(r(x))

r(x)

r(x) =
q

2(1� xTxk)



標準実験
• Williamson et al. 1992


• 定常性や山岳の効果，惑星波など7つの実験


• 4次のルンゲクッタ


• 節点数2562（正二十面体の制約）～T51


• Case 5～ 数値拡散



RBFフィルタ

• 　　の固有値は急速に小さくなるので　　　　は 
低次の固有値を弱く，高次の固有値を強く減衰


• 節点の分布や数，RBFの種類に非依存


• ラプラシアンの次数を考える必要がない。


• どの　でも成長しない。
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Fornberg and Lehto 2011



Case 3: 地衡流

NISHME

n = 2562;�t = 24min " = 4.75

‒2e‒4 2e‒4



Case 3: 地衡風

5日1 2 30 4

予報時間

NI

ME

SH
`2

n = 2562;�t = 24min " = 4.75

1.62×10−8

0.335×10−8

0.679×10−8



scheme. Figure 11 plots the stability domain for the leapfrog scheme with a
Robert’s filter of gZ0.07 along with the spectrum of the RBF operator for the
linearized equations for 3Z0, 0.2 and 0.7. The most important trend to note is
that as 3 decreases the real part of the eigenvalues spread off the imaginary axis
and into the right half plane both near the centre and at the ends of the
spectrum. As was noted in figure 9, the worst case is for 3Z0 when RBFs
reproduce SH. However, if we look at the eigenvector associated with the
eigenvalue having the largest real part in this case, as displayed in figure 12, we
see such modes are spurious and not physical. As is well known in the SH
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Figure 7. Relative [1, [2 and [N errors in the height field for the steady-state test case as a function
of time for NZ3136, 3Z3.25 and DtZ10 min.

Table 1. Comparison of commonly used spectral methods for steady-state flow with aZp/3. (The
number in parentheses in the RBF section corresponds to the square root of N, which is inversely
proportional to the node spacing. The number in parentheses in the SH section corresponds to the
number of SH coefficients updated in time. RBF and DF use the same time-stepping scheme. SE
uses a third-order Adams–Bashforth method. SH uses a semi-implicit time-stepping scheme
denoted by the asterisks. For the SH 1849 case (Spotz et al. 1998), gives DtZ3 min when using a
leapfrog scheme as is done in RBF and DF.)

method no. of nodes (N ) time step (Dt) relative [2 error in h

RBF 784 (28) 20 min 6.32!10K6

1849 (43) 12 min 1.97!10K8

3136 (56) 10 min 3.65!10K10

4096 (64) 8 min 4.72!10K11

5041 (71) 6 min 6.88!10K12

SH; Jakob-Chien et al. (1995) 8192 (1849) 20 min! (3) 7!10K10

18 432 (4096) 15 min! 2.5!10K10

DF/SHF; Spotz et al. (1998) 2048 6 min 2!10K6

8192 3 min 4!10K10

32 768 90 s 2!10K13

SE; Taylor et al. (1997) 6144 90 s 8!10K7

24 576 45 s 1!10K10

1961An RBF method on the sphere

Proc. R. Soc. A (2009)

 on April 24, 2017http://rspa.royalsocietypublishing.org/Downloaded from 

Flyer and Wright 2009

スペクトル要素

二重フーリエ

球面調和関数

リープフロッグ

*セミインプリシット

Tomita et al. 2004

2562

2562 1×10-3



Case 5: 山岳を超える剛体流
SH ε=4 n=1849



Case 5: 山岳を越える流れ 保存性
質量

エネルギー

渦度

発散

n = 2562 �t = 15min " = 4.25 � = �2⇥ 10�8
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Case 7: 500 hPa解析値からの予報
30N以北
NISHME

T213参照実験（等値線）からの誤差

ー250 250



Case 7: 500 hPa解析値からの予報
n = 2562 �t = 15min " = 4.25 � = �2⇥ 10�7
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Case 7: 500 hPa解析値からの予報
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浅水波標準実験

case 2 3 5 6 7

ME 5.39E-09 1.62E-08 7.89E-04 6.81E-03 5.54E-03

NI 2.15E-09 3.350E-09 7.67E-04 6.05E-03 4.44E-03

SH 7.910E-10 6.790E-09 7.82E-04 8.01E-03 4.40E-03



まとめ

• 非一様性 最小エネルギー: 「傷」，球面螺旋: 極域，正二十面体: 頂点


• 定常性は，スペクトル法には及ばないものの，RBFも高精度


• 現実的な流れでは，RBFはスペクトル法に遜色ない精度


• 正二十面体 渦度や発散の保存性良好



RBFの適用可能性

• 領域モデル，局所細分化（AMR）


• 複雑形状（地形，海洋）


• 深い対流（木星），マントル対流（Wright et al. 2010）


